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このスライドの概要

行列とベクトルの微分について確認する
ヤコビの公式
スカラの行列による微分 (行列式の入った微分)
スカラのスカラによる微分 (ベクトルや行列を関数として含む場合)

以下の資料も大変参考になります:
math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf

comp.nus.edu.sg/cs5240/lecture/matrix-differentiation.

pdf

en.wikipedia.org/wiki/Matrix_calculus
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余因子展開 (再掲)

余因子展開
Aを, n次正方行列とする. 各 i行目と j 列目について,

det(A) = ai1∆i1 + ai2∆i2 + · · ·+ ain∆in =
∑
j

aij∆ij

det(A) = a1j∆1j + a2j∆2j + · · ·+ anj∆nj =
∑
i

aij∆ij

上式の∆ij は, Aの (i, j)余因子 (Cofactor) とよぶ.

∆ij = (−1)i+j det
(
Ãij

)
Ãij は, Aから i行目と j 列目を取り除いた, n− 1次行列である.

∆ij は, i行目と j 行目の成分には依存しない.
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余因子展開 (再掲)

余因子展開
Aを, n次正方行列とする. ∆ij をAの (i, j)余因子とする.

ai1∆k1 + ai2∆k2 + · · ·+ ain∆kn =

{
det(A) i = k

0 Otherwise

a1j∆1k + a2j∆2k + · · ·+ anj∆nk =

{
det(A) j = k

0 Otherwise
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余因子行列 (再掲)

余因子行列
Aを, n次行列とする. Aの (i, j)余因子∆ij を並べた行列 adjAを, Aの
余因子行列という.

adjA =


∆11 ∆21 · · · ∆n1

∆12 ∆22 · · · ∆n2
...

...
. . .

...
∆1n ∆2n · · · ∆nn


adjAの (i, j)成分は, (j, i)余因子∆ji となる.
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余因子行列, 行列式, 逆行列 (再掲)

余因子行列, 行列式, 逆行列
Aの余因子行列 adjA, 行列式 det(A), 逆行列A−1 について,

(adjA)A = A (adjA) = (det(A)) I

A−1 =
1

det(A)
adjA
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ヤコビの公式 (Jacobi’s Formula)

ヤコビの公式
∂ det(U)

∂x
= tr

(
adjU

∂U

∂x

)
= det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
(U = U(x))

行列式と, トレース, 逆行列が関連付けられる.

余因子行列, 行列式, 逆行列について, 以下が成り立つ (Uが正則であ
るとき).

U−1 =
1

det(U)
adjU −→ adjU = det(U)U−1

Wikipediaに載っている証明を確認する.
en.wikipedia.org/wiki/Jacobi%27s_formula
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ヤコビの公式 (Jacobi’s Formula)

最初に, 以下の補題を示す.

補題

tr
(
A⊤B

)
=
∑
i

∑
j

aijbij

左辺を順に計算すると, 次のようになる.

tr
(
A⊤B

)
=
∑
j

(
A⊤B

)
jj

=
∑
j

∑
i

(
A⊤
)
ji
(B)ij

=
∑
j

∑
i

aijbij
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ヤコビの公式 (Jacobi’s Formula)

続いて, ヤコビの公式を示す.

ヤコビの公式
∂ det(U)

∂x
= tr

(
adjU

∂U

∂x

)
(U = U(x))

Uの各成分を uij とする. 行列式 det(U)は, Uの全成分についての関数で
あるから, 合成関数の微分を使って, 次のようにかける.

∂ det(U)

∂x
=
∑
i

∑
j

∂ det(U)

∂uij

∂uij
∂x

=
∑
i

∑
j

∂ det(U)

∂uij

(
∂U

∂x

)
ij

次に,
∂ det(U)

∂uij
を, Uの余因子展開によって求める.
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ヤコビの公式 (Jacobi’s Formula)

Uの余因子展開は, 次のようになって, 全ての k について成立する.

det(U) =
∑
l

ukl∆kl

k は自由に選べるが, ここでは k = iとして, uij により微分すると,

∂ det(U)

∂uij
=

∂

∂uij

∑
l

uil∆il =
∑
l

(
∆il

∂uil
∂uij

+ uil
∂∆il

∂uij

)

∆ij = (−1)i+j det
(
Ũij

)
である. Ũij は, Uから i行目と j 列目を取り除

いた行列であるから, uij には依存しない定数項. よって,
∂∆il

∂uij
= 0.

また,
∂uil
∂uij

は, l = j のときのみ 1となるから,
∂uil
∂uij

= δlj .
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ヤコビの公式 (Jacobi’s Formula)

∂∆il

∂uij
= 0と ∂uil

∂uij
= δlj を代入すれば,

∂ det(U)

∂uij
=
∑
l

(
∆il

∂uil
∂uij

+ uil
∂∆il

∂uij

)
=
∑
l

(∆ilδlj) = ∆ij

adjUの (j, i)成分は, Uの (i, j)余因子∆ij であるから,

∂ det(U)

∂uij
= ∆ij = (adjU)ji =

(
adj⊤U

)
ij

これを代入して,

∂ det(U)

∂x
=
∑
i

∑
j

∂ det(U)

∂uij

(
∂U

∂x

)
ij

=
∑
i

∑
j

(
adj⊤U

)
ij

(
∂U

∂x

)
ij

松谷研究室 行列輪講: 第 5 回 行列とベクトルの微分 3 June 2, 2024 14 / 53



















































































ヤコビの公式 (Jacobi’s Formula)

補題 tr
(
A⊤B

)
=
∑
i

∑
j

aijbij より, ヤコビの公式が得られる:

∂ det(U)

∂x
=
∑
i

∑
j

(
adj⊤U

)
ij

(
∂U

∂x

)
ij

= tr

(
adjU

∂U

∂x

)

U−1 =
1

det(U)
adjUを代入すれば,

∂ det(U)

∂x
= det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
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スカラの行列による微分

ヤコビの公式, 行列式の対数
∂ det(U)

∂x
= tr

(
adjU

∂U

∂x

)
= det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
(U = U(x))

∂ ln(det(U))

∂x
= tr

(
U−1∂U

∂x

)
(U = U(x))

2つ目の式は, 以下のように示せる. y = det(U)とおくと,

∂ ln(det(U))

∂x
=

∂ ln y

∂x
=

∂ ln y

∂y

∂y

∂x
=

1

y

∂y

∂x
=

1

det(U)

∂ det(U)

∂x

=
1

det(U)
· det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
= tr

(
U−1∂U

∂x

)
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スカラの行列による微分

行列式の 2次微分
∂2 det(U)

∂x2
= det(U)

{
tr

(
U−1∂

2U

∂x2

)
+ tr2

(
U−1∂U

∂x

)
− tr

((
U−1∂U

∂x

)2
)}

(U = U(x))

以下のように示せる. 合成関数の微分より,

∂2 det(U)

∂x2
=

∂

∂x
det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
=

∂ det(U)

∂x
tr

(
U−1∂U

∂x

)
+ det(U)

∂ tr
(
U−1 ∂U

∂x

)
∂x
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スカラの行列による微分
∂ tr(UV)

∂x
= tr

(
∂U

∂x
V

)
+ tr

(
U
∂V

∂x

)
より,

∂2 det(U)

∂x2
=

∂ det(U)

∂x
tr

(
U−1∂U

∂x

)
+ det(U)

∂ tr
(
U−1 ∂U

∂x

)
∂x

= det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
tr

(
U−1∂U

∂x

)
+ det(U)

(
tr

(
∂U−1

∂x

∂U

∂x

)
+ tr

(
U−1∂

2U

∂x2

))
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.

∂2 det(U)

∂x2
= det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
tr

(
U−1∂U

∂x

)
+ det(U)

(
tr

(
∂U−1

∂x

∂U

∂x

)
+ tr

(
U−1∂

2U

∂x2

))
= det(U) tr

(
U−1∂U

∂x

)
tr

(
U−1∂U

∂x

)
+ det(U) tr

(
−U−1∂U

∂x
U−1∂U

∂x

)
+ det(U) tr

(
U−1∂

2U

∂x2

)
= det(U)

{
tr

(
U−1∂

2U

∂x2

)
+ tr2

(
U−1∂U

∂x

)
− tr

((
U−1∂U

∂x

)2
)}
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スカラの行列による微分

行列式
∂ det(X)

∂X
= adjX = det(X)X−1

∂ det(aX)

∂X
= a adj (aX) = det(aX)X−1 (aは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる. 余因子展開 det(X) =
∑
l

xlk∆lk に

ついて, k = iを選べば,(
∂ det(X)

∂X

)
ij

=
∂ det(X)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
l

xli∆li

=
∑
l

(
∆li

∂xli
∂xji

+ xli
∂∆li

∂xji

)
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スカラの行列による微分

Xの (l, i)余因子∆li = (−1)l+i det
(
X̃li

)
について, X̃li は, Xから l行目

と i列目を除いた行列であるから, ∆li は xji には依存しない定数項. よっ
て,

∂∆li

∂xji
= 0. また,

∂xli
∂xji

= δlj . よって,

(
∂ det(X)

∂X

)
ij

=
∑
l

(
∆li

∂xli
∂xji

+ xli
∂∆li

∂xji

)
=
∑
l

∆liδlj = ∆ji

余因子行列 adjXの (i, j)成分は, Xの (j, i)余因子∆ji であるから,(
∂ det(X)

∂X

)
ij

= ∆ji = (adjX)ij

∂ det(aX)

∂X
についても, 同様の流れで確認できる.
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スカラの行列による微分

行列式の対数 (重要な式の 1つ)

∂ ln(det(aX))

∂X
= X−1 (aは定数)

∂ ln(det(X))

∂X
= X−1

以下のように, 要素ごとに確認できる. 合成関数の微分より,(
∂ ln(det(aX))

∂X

)
ij

=
∂ ln(det(aX))

∂xji
=

1

det(aX)

∂ det(aX)

∂xji

=
1

det(aX)

(
∂ det(aX)

∂X

)
ij

=
1

det(aX)

(
det(aX)X−1

)
ij
=
(
X−1

)
ij
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スカラの行列による微分

行列積の行列式
A,Bが正方行列であるとき,

∂ det(AXB)

∂X
= det(AXB)X−1 (A,Bは定数)

A,Bが正方行列ではないとき,
∂ det(AXB)

∂X
= det(AXB)B (AXB)−1A (A,Bは定数)

A,Bが正方行列であるとき, det(ABC) = det(A) det(B) det(C)を用い
て示せる (練習問題).

松谷研究室 行列輪講: 第 5 回 行列とベクトルの微分 3 June 2, 2024 25 / 53



















































































スカラの行列による微分

A,Bが正方行列ではないとき, 以下のように, 要素ごとに確認できる.
U = AXBとおき, ヤコビの公式を用いる.(

∂ det(AXB)

∂X

)
ij

=
∂ det(U)

∂xji
= det(U) tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
ここで, 行列積のスカラによる微分から,

∂U

∂xji
=

∂AXB

∂xji
= A

∂X

∂xji
B = AJjiB

(Jji は, (j, i)成分のみが 1で, それ以外が 0であるような行列)

トレースを計算すると,

tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
= tr

(
U−1AJjiB

)
=
∑
k

(
U−1AJjiB

)
kk
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スカラの行列による微分

U−1 の各成分を zij とおき, 式変形を続けると,

tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
=
∑
k

(
U−1AJjiB

)
kk

=
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

zklalm
(
Jji
)
mn

bnk =
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

zklalmδjmδinbnk

=
∑
k

∑
l

zklaljbik =
∑
k

bik
(
U−1A

)
kj

=
(
BU−1A

)
ij

ただし,
(
Jji
)
mn

= δjmδin. よって (U = AXB),(
∂ det(AXB)

∂X

)
ij

= det(U) tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
= det(U)

(
BU−1A

)
ij

= det(AXB)
(
B (AXB)−1A

)
ij
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スカラの行列による微分

累乗の行列式
∂ det(Xn)

∂X
= n det(Xn)X−1

以下のように, 要素ごとに確認できる. det(An) = (det(A))n と, 合成関数
の微分より,(

∂ det(Xn)

∂X

)
ij

=
∂ det(Xn)

∂xji
=

∂

∂xji
(det(X))n

= n (det(X))n−1 ∂ det(X)

∂xji
= n (det(X))n−1

(
∂ det(X)

∂X

)
ij

= n (det(X))n−1 det(X)
(
X−1

)
ij
= n (det(X))n

(
X−1

)
ij

= n det(Xn)
(
X−1

)
ij
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スカラの行列による微分

二次式の行列式
Xが正方行列で, 正則とすると,

∂ det
(
X⊤AX

)
∂X

= 2det
(
X⊤AX

)
X−1 (Aは定数)

以下のように示せる. det
(
A⊤
)
= det(A)を用いる.

∂ det
(
X⊤AX

)
∂X

=
∂

∂X
det(A) det(X) det

(
X⊤
)
= det(A)

∂

∂X
(det(X))2

= det(A)
∂

∂X
det
(
X2
)
= 2det(A) det

(
X2
)
X−1

= 2det(A) det(X) det(X)X−1

= 2det(X) det(A) det
(
X⊤
)
X−1 = 2det

(
X⊤AX

)
X−1
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スカラの行列による微分

二次式の行列式
Xが正方行列ではないとき,
∂ det

(
X⊤AX

)
∂X

= det
(
X⊤AX

)((
X⊤A⊤X

)−1
X⊤A⊤

+
(
X⊤AX

)−1
X⊤A

)
(Aは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる. U = X⊤AXとおき, ヤコビの公式
を用いる.(

∂ det
(
X⊤AX

)
∂X

)
ij

=
∂ det(U)

∂xji
= det(U) tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
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スカラの行列による微分

ここで, 行列積のスカラによる微分から,

∂U

∂xji
=

∂X⊤AX

∂xji
=

∂X⊤

∂xji
AX+X⊤ ∂A

∂xji
X+X⊤A

∂X

∂xji

=
(
Jji
)⊤

AX+X⊤AJji

(Jji は, (j, i)成分のみが 1で, それ以外が 0であるような行列)

トレースを計算すると,

tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
= tr

(
U−1

((
Jji
)⊤

AX+X⊤AJji
))

=
∑
k

(
U−1

((
Jji
)⊤

AX+X⊤AJji
))

kk
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スカラの行列による微分

U−1 の各成分を zij とする.
(
Jji
)
lm

= δjlδim であるから,

tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
=
∑
k

(
U−1

((
Jji
)⊤

AX+X⊤AJji
))

kk

=
∑
k

∑
l

zkl

((
Jji
)⊤

AX+X⊤AJji
)
lk

=
∑
k

∑
l

zkl

(∑
m

∑
n

(
Jji
)
ml

amnxnk +
∑
m

∑
n

xmlamn

(
Jji
)
nk

)

=
∑
k

∑
l

zkl

(∑
m

∑
n

δjmδilamnxnk +
∑
m

∑
n

xmlamnδjnδik

)
=
∑
k

zki
∑
n

ajnxnk +
∑
l

zil
∑
m

xmlamj
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スカラの行列による微分

整理すると,

tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
=
∑
k

zki
∑
n

ajnxnk +
∑
l

zil
∑
m

xmlamj

=
∑
k

zki

(
X⊤A⊤

)
kj

+
∑
l

zil

(
X⊤A

)
lj

=
((

U−1
)⊤

X⊤A⊤
)
ij
+
(
U−1X⊤A

)
ij

これを, 以下の式に代入し直す (U = X⊤AX).(
∂ det

(
X⊤AX

)
∂X

)
ij

=
∂ det(U)

∂xji
= det(U) tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
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スカラの行列による微分

以上をまとめると,(
∂ det

(
X⊤AX

)
∂X

)
ij

=
∂ det(U)

∂xji
= det(U) tr

(
U−1 ∂U

∂xji

)
= det(U)

((
U−1

)⊤
X⊤A⊤ +U−1X⊤A

)
ij

= det
(
X⊤AX

)((
X⊤A⊤X

)−1
X⊤A⊤ +

(
X⊤AX

)−1
X⊤A

)
ij

ただし,
(
A−1

)⊤
=
(
A⊤
)−1

と, (ABC)⊤ = C⊤B⊤A⊤ であるから,

(
U−1

)⊤
=
(
U⊤
)−1

=

((
X⊤AX

)⊤)−1

=
(
X⊤A⊤X

)−1
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スカラの行列による微分

二次式の行列式
Xが正方行列ではなく, Aが対称行列であるとき,

∂ det
(
X⊤AX

)
∂X

= 2det
(
X⊤AX

)(
X⊤AX

)−1
X⊤A

∂ det
(
X⊤X

)
∂X

= 2det
(
X⊤X

)(
X⊤X

)−1
X⊤ = 2det

(
X⊤X

)
X†

(Aは定数, X† =
(
X⊤X

)−1
X⊤ はXの擬似逆行列)

以下の式に, A = A⊤ を代入して整理すればよい (練習問題).

∂ det
(
X⊤AX

)
∂X

= det
(
X⊤AX

)((
X⊤A⊤X

)−1
X⊤A⊤

+
(
X⊤AX

)−1
X⊤A

)
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スカラの行列による微分

二次式の行列式の対数
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂X

= 2X† (X† =
(
X⊤X

)−1
X⊤ は, Xの擬似逆行列)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂X

)
ij

=
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂xji

=
1

det(X⊤X)

∂ det
(
X⊤X

)
∂xji

=
1

det(X⊤X)

(
∂ det

(
X⊤X

)
∂X

)
ij

=
1

det(X⊤X)

(
2 det

(
X⊤X

)
X†
)
ij

= 2
(
X†
)
ij
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スカラの行列による微分

二次式の行列式の対数
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂X† = −2X (X† =

(
X⊤X

)−1
X⊤ は, Xの擬似逆行列)

X† の各成分を zij とする. 以下のように, 要素ごとに調べる.(
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂X†

)
ij

=
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂zji

=
1

det(X⊤X)

∂ det
(
X⊤X

)
∂zji

=
1

det(X⊤X)
det
(
X⊤X

)
tr

((
X⊤X

)−1 ∂X⊤X

∂zji

)
= tr

((
X⊤X

)−1
(
X⊤ ∂X

∂zji
+

∂X⊤

∂zji
X

))

松谷研究室 行列輪講: 第 5 回 行列とベクトルの微分 3 June 2, 2024 37 / 53



















































































スカラの行列による微分

tr
(
A⊤
)
= tr(A),

(
A−1

)⊤
=
(
A⊤
)−1

と, トレースの循環性より,(
∂ ln

(
det
(
X⊤X

))
∂X†

)
ij

= tr

((
X⊤X

)−1
(
X⊤ ∂X

∂zji
+

∂X⊤

∂zji
X

))

= tr

((
X⊤X

)−1
X⊤ ∂X

∂zji

)
+ tr

((
X⊤X

)−1 ∂X⊤

∂zji
X

)
= tr

((
X⊤X

)−1
X⊤ ∂X

∂zji

)
+ tr

(
X⊤ ∂X

∂zji

(
X⊤X

)−1
)

(∵ 転置)

= tr

((
X⊤X

)−1
X⊤ ∂X

∂zji

)
+ tr

((
X⊤X

)−1
X⊤ ∂X

∂zji

)
(∵ 循環性)

= 2 tr

((
X⊤X

)−1
X⊤ ∂X

∂zji

)
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スカラの行列による微分
∂X

∂zji
=

(
∂X

∂X†

)
ij

を調べる. X = Y†,Y = X† と置き換えると,

(
∂X

∂X†

)
ij

=

(
∂Y†

∂Y

)
ij

=

(
∂
(
Y⊤Y

)−1
Y⊤

∂Y

)
ij

=
∂
(
Y⊤Y

)−1
Y⊤

∂yji

行列積のスカラによる微分, 逆行列の微分から,

∂
(
Y⊤Y

)−1
Y⊤

∂yji
=

∂
(
Y⊤Y

)−1

∂yji
Y⊤ +

(
Y⊤Y

)−1 ∂Y⊤

∂yji

= −
(
Y⊤Y

)−1 ∂Y⊤Y

∂yji

(
Y⊤Y

)−1
Y⊤ +

(
Y⊤Y

)−1 (
Jji
)⊤

= −
(
Y⊤Y

)−1
(
∂Y⊤

∂yji
Y +Y⊤ ∂Y

∂yji

)(
Y⊤Y

)−1
Y⊤ +

(
Y⊤Y

)−1 (
Jji
)⊤

松谷研究室 行列輪講: 第 5 回 行列とベクトルの微分 3 June 2, 2024 39 / 53



















































































スカラの行列による微分

= −
(
Y⊤Y

)−1 ((
Jji
)⊤

Y +Y⊤Jji
)(

Y⊤Y
)−1

Y⊤ +
(
Y⊤Y

)−1 (
Jji
)⊤

= −
(
Y⊤Y

)−1 (
Jji
)⊤(

Y
(
Y⊤Y

)−1
Y⊤ − I

)
−
(
Y⊤Y

)−1
Y⊤Jji

(
Y⊤Y

)−1
Y⊤

= −
(
Y⊤Y

)−1 (
Jji
)⊤ (

YY† − I
)
−Y†JjiY†

= −
(
Y⊤Y

)−1 (
Jji
)⊤

(YX− I)−XJjiX

Jji は, (j, i)成分のみが 1, それ以外の成分が 0の行列.

Y = X† =
(
X⊤X

)−1
X⊤ より, YX− I = 0であるから, 結局,

∂X

∂zji
=

(
∂X

∂X†

)
ij

=

(
∂Y†

∂Y

)
ij

=
∂
(
Y⊤Y

)−1
Y⊤

∂yji
= −XJjiX
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スカラの行列による微分

よって, トレースの定義と,
(
Jji
)
kl
= δjkδil を使うと,(

∂ ln
(
det
(
X⊤X

))
∂X†

)
ij

= 2 tr

((
X⊤X

)−1
X⊤ ∂X

∂zji

)
= −2 tr

((
X⊤X

)−1
X⊤XJjiX

)
= −2 tr

(
JjiX

)
= −2

∑
k

(
JjiX

)
kk

= −2
∑
k

∑
l

(
Jji
)
kl
xlk

= −2
∑
k

∑
l

δjkδilxlk = −2xij

以上で, 行列式を含む微分を確認できました. 長かったですね.
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スカラのスカラによる微分 (ベクトルを含む場合)

合成関数
∂g(u)

∂x
=

∂g(u)

∂u

∂u

∂x
(u = u(x))

合成関数の微分から示せる.

∂g(u)

∂x
=
∑
i

∂g(u)

∂ui

∂ui
∂x

=
∑
i

(
∂g(u)

∂u

)
i

(
∂u

∂x

)
i

=
∂g(u)

∂u︸ ︷︷ ︸
横ベクトル

∂u

∂x︸︷︷︸
縦ベクトル
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スカラのスカラによる微分 (ベクトルを含む場合)

合成関数
∂u⊤v

∂x
= u⊤∂v

∂x
+

(
∂u

∂x

)⊤
v (u = u(x), v = v(x))

合成関数の微分から示せる.

∂u⊤v

∂x
=

∂

∂x

∑
i

uivi =
∑
i

(
ui
∂vi
∂x

+
∂ui
∂x

vi

)

=
∑
i

(
ui

(
∂v

∂x

)
i

+

(
∂u

∂x

)
i

vi

)
= u⊤∂v

∂x
+

(
∂u

∂x

)⊤
v
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スカラのスカラによる微分 (行列を含む場合)

合成関数
∂g(U)

∂x
= tr

(
∂g(U)

∂U

∂U

∂x

)
(U = U(x))

合成関数の微分から示せる.

∂g(U)

∂x
=
∑
i

∑
j

∂g(U)

∂uij

∂uij
∂x

=
∑
i

∑
j

(
∂g(U)

∂U

)
ji

(
∂U

∂x

)
ij

=
∑
j

(
∂g(U)

∂U

∂U

∂x

)
jj

= tr

(
∂g(U)

∂U

∂U

∂x

)
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このスライドの概要

行列とベクトルの入った微分を, 大体確認した.
ベクトルのスカラによる微分
スカラのベクトルによる微分
ベクトルのベクトルによる微分
行列積のスカラによる微分
スカラの行列による微分
スカラのスカラによる微分 (ベクトルや行列を関数として含む場合)
逆行列, トレース, 行列式の入った微分

お疲れ様でした!
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スカラの行列による微分

行列積の逆伝播
Wを CIn ×COut 行列, Xを B ×CIn 行列, Y = XWを B ×COut 行列と
する. このとき, 関数 L = L(Y) = L(X,W)のX,Wに対する偏微分は,

∂L

∂X
= W

∂L

∂Y
,

∂L

∂W
=

∂L

∂Y
X

分子レイアウトを使っているから,
∂L

∂Y
は COut ×B 行列,

∂L

∂X
は CIn ×B

行列,
∂L

∂W
は COut × CIn 行列であることに注意.

分母レイアウトを使った場合は, 次のようになる:

∂L

∂X
=

∂L

∂Y
W⊤,

∂L

∂W
= X⊤ ∂L

∂Y

∂L

∂Y
,
∂L

∂X
,
∂L

∂W
は, 元と同じく B×COut, B×CIn, CIn×COut 行列である.
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スカラの行列による微分

以下のように, 合成関数の微分を用いて, 要素ごとに確認できる. Lは, Y
の全成分についての関数であるから,(

∂L

∂X

)
ij

=
∂L

∂xji
=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∂ykl
∂xji

Y = XWより, ykl =
∑
m

xkmwml であるから,

(
∂L

∂X

)
ij

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∂ykl
∂xji

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∂

∂xji

∑
m

xkmwml

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∑
m

∂xkm
∂xji

wml
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スカラの行列による微分
∂xkm
∂xji

= δkjδmi であるから,

(
∂L

∂X

)
ij

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∑
m

δkjδmiwml

=
∑
l

∂L

∂yjl
wil =

∑
l

(
∂L

∂Y

)
lj

wil =

(
W

∂L

∂Y

)
ij

また ∂L

∂W
についても, 合成関数の微分を用いて,(

∂L

∂W

)
ij

=
∂L

∂wji
=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∂ykl
∂wji
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スカラの行列による微分

Y = XWより, ykl =
∑
m

xkmwml であるから,

(
∂L

∂W

)
ij

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∂ykl
∂wji

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∂

∂wji

∑
m

xkmwml

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∑
m

xkm
∂wml

∂wji

∂wml

∂wji
= δmjδli であるから,

(
∂L

∂W

)
ij

=
∑
k

∑
l

∂L

∂ykl

∑
m

xkmδmjδli

=
∑
k

∂L

∂yki
xkj =

∑
k

(
∂L

∂Y

)
ik

xkj =

(
∂L

∂Y
X

)
ij
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