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このスライドの概要

行列とベクトルの微分について確認する
行列のスカラによる微分
スカラの行列による微分
逆行列, トレースの入った微分

以下の資料も大変参考になります:
math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf

comp.nus.edu.sg/cs5240/lecture/matrix-differentiation.

pdf

en.wikipedia.org/wiki/Matrix_calculus
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (基本)

∂A

∂x
= 0 (Aは定数)

∂aU

∂x
= a

∂U

∂x
(U = U(x), aは定数)

∂ (U+V)

∂x
=

∂U

∂x
+

∂V

∂x
(U = U(x), V = V(x))

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ (U+V)

∂x

)
ij

=
∂uij + vij

∂x
=

∂uij
∂x

+
∂vij
∂x

=

(
∂U

∂x

)
ij

+

(
∂V

∂x

)
ij

=

(
∂U

∂x
+

∂V

∂x

)
ij
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (行列積)

∂AU

∂x
= A

∂U

∂x
(U = U(x), Aは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂AU

∂x

)
ij

=
∂ (AU)ij

∂x
=

∂

∂x

∑
k

aikukj =
∑
k

aik
∂ukj
∂x

=
∑
k

aik

(
∂U

∂x

)
kj

=

(
A
∂U

∂x

)
ij
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (行列積)

∂UB

∂x
=

∂U

∂x
B (U = U(x), Bは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂UB

∂x

)
ij

=
∂ (UB)ij

∂x
=

∂

∂x

∑
k

uikbkj =
∑
k

∂uik
∂x

bkj

=
∑
k

(
∂U

∂x

)
ik

bkj =

(
∂U

∂x
B

)
ij
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (行列積)

∂AUB

∂x
= A

∂U

∂x
B (U = U(x), A,Bは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂AUB

∂x

)
ij

=
∂ (AUB)ij

∂x
=

∂

∂x

∑
k

aik (UB)kj

=
∂

∂x

∑
k

aik

(∑
l

uklblj

)
=
∑
k

aik

(∑
l

∂ukl
∂x

blj

)

=
∑
k

aik

(∑
l

(
∂U

∂x

)
kl

blj

)
=
∑
k

aik

(
∂U

∂x
B

)
kj

=

(
A
∂U

∂x
B

)
ij
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (行列積)

∂UV

∂x
= U

∂V

∂x
+

∂U

∂x
V (U = U(x), V = V(x))

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂UV

∂x

)
ij

=
∂ (UV)ij

∂x
=

∂

∂x

∑
k

uikvkj =
∑
k

∂

∂x
(uikvkj)

=
∑
k

(
∂uik
∂x

vkj + uik
∂vkj
∂x

)
=
∑
k

∂uik
∂x

vkj +
∑
k

uik
∂vkj
∂x

=
∑
k

(
∂U

∂x

)
ik

vkj +
∑
k

uik

(
∂V

∂x

)
kj

=

(
∂U

∂x
V

)
ij

+

(
U
∂V

∂x

)
ij
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (行列積)

∂UVW

∂x
= UV

∂W

∂x
+U

∂V

∂x
W +

∂U

∂x
VW

(U = U(x), V = V(x), W = W(x))

先ほど導出したものを使えば, 以下のように示せる.

∂UVW

∂x
=

∂U (VW)

∂x
= U

∂VW

∂x
+

∂U

∂x
VW

= U

(
V
∂W

∂x
+

∂V

∂x
W

)
+

∂U

∂x
VW

= UV
∂W

∂x
+U

∂V

∂x
W +

∂U

∂x
VW

松谷研究室 行列輪講: 第 4 回 行列とベクトルの微分 2 June 2, 2024 11 / 88



















































































行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (アダマール積)

∂ (U⊙V)

∂x
= U⊙ ∂V

∂x
+

∂U

∂x
⊙V (U = U(x), V = V(x))

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ (U⊙V)

∂x

)
ij

=
∂ (U⊙V)ij

∂x
=

∂uijvij
∂x

= uij
∂vij
∂x

+
∂uij
∂x

vij

= uij

(
∂V

∂x

)
ij

+

(
∂U

∂x

)
ij

vij

=

(
U⊙ ∂V

∂x

)
ij

+

(
∂U

∂x
⊙V

)
ij
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (逆行列)

∂U−1

∂x
= −U−1∂U

∂x
U−1 (U = U(x))

∂UV

∂x
= U

∂V

∂x
+

∂U

∂x
Vに, U,V = U,U−1 を代入する.

左辺は ∂I

∂x
= 0, 右辺はU

∂U−1

∂x
+

∂U

∂x
U−1 であるから,

U
∂U−1

∂x
+

∂U

∂x
U−1 = 0 =⇒ U

∂U−1

∂x
= −∂U

∂x
U−1

=⇒ ∂U−1

∂x
= −U−1∂U

∂x
U−1

重要な式の 1つ. スカラの場合における,
d

dx

1

x
= − 1

x2
に対応する.
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (逆行列の線形変換)

∂AU−1

∂x
= −AU−1∂U

∂x
U−1 (U = U(x), Aは定数)

∂U−1A

∂x
= −U−1∂U

∂x
U−1A (U = U(x), Aは定数)

∂AU

∂x
= A

∂U

∂x
,
∂UB

∂x
=

∂U

∂x
Bと, 逆行列の微分の式から確認できる.
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (逆行列の 2次微分)

∂2U−1

∂x∂y
= U−1

(
∂U

∂x
U−1∂U

∂y
− ∂2U

∂x∂y
+

∂U

∂y
U−1∂U

∂x

)
U−1

(U = U(x, y))

先ほどの結果 (逆行列, 行列積) を用いて, 以下のように示せる.

∂2U−1

∂x∂y
=

∂

∂x

∂U−1

∂y
= − ∂

∂x

(
U−1 ∂U

∂y
U−1

)
= −

(
∂U−1

∂x

∂U

∂y
U−1 +U−1 ∂2U

∂x∂y
U−1 +U−1 ∂U

∂y

∂U−1

∂x

)
= U−1 ∂U

∂x
U−1 ∂U

∂y
U−1 −U−1 ∂2U

∂x∂y
U−1 +U−1 ∂U

∂y
U−1 ∂U

∂x
U−1
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (逆行列の, 成分による微分)

X =
(
xij

)
の逆行列の (k, l)成分を, Xの (i, j)成分で微分すると,

∂
(
X−1

)
kl

∂xij
= −

(
X−1

)
ki

(
X−1

)
jl

逆行列の結果を用いて, 次のように示せる.

∂
(
X−1

)
kl

∂xij
= −

(
X−1 ∂X

∂xij
X−1

)
kl

= −
∑
m

(
X−1

)
km

(
∂X

∂xij
X−1

)
ml

= −
∑
m

(
X−1

)
km

(∑
n

(
∂X

∂xij

)
mn

(
X−1

)
nl

)
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行列のスカラによる微分

ここで,
∂X

∂xij
は, (i, j)成分のみが 1, それ以外の成分が 0である.

∂X

∂xij
の

(m,n)成分は, クロネッカーのデルタを使って, δimδjn とかける
(i, j = m,nのときのみ 1).

∂
(
X−1

)
kl

∂xij
= −

∑
m

(
X−1

)
km

(∑
n

(
∂X

∂xij

)
mn

(
X−1

)
nl

)

= −
∑
m

(
X−1

)
km

(∑
n

δimδjn
(
X−1

)
nl

)
= −

∑
m

(
X−1

)
km

δim
(
X−1

)
jl

= −
(
X−1

)
ki

(
X−1

)
jl
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行列のスカラによる微分

行列の成分による微分
∂X

∂xij
= Jij

Jij は, (i, j)成分のみが 1で, それ以外の成分が 0であるような行列.

Jij ≡



. . .
0 0 0
0 1 0
0 0 0

. . .

,
(
Jij
)
kl
= δikδjl = δkiδlj
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行列のスカラによる微分

行列積の, 成分による微分
∂ (XA)kl

∂xij
= δkiajl (Aは定数)

∂
(
X⊤A

)
kl

∂xij
= δkjail (Aは定数)

以下のように示せる. ここで,
∂xkm
∂xij

= δkiδmj を用いる.

∂ (XA)kl
∂xij

=
∂

∂xij

∑
m

xkmaml =
∑
m

∂xkm
∂xij

aml =
∑
m

δkiδmjaml = δkiajl

∂
(
X⊤A

)
kl

∂xij
=

∂

∂xij

∑
m

xmkaml =
∑
m

∂xmk

∂xij
aml =

∑
m

δmiδkjaml = δkjail
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行列のスカラによる微分

行列積の, 成分による微分
∂ (XA)kl

∂xij
=
(
JijA

)
kl

(Aは定数)

∂
(
X⊤A

)
kl

∂xij
=
(
JjiA

)
kl

(Aは定数)

先ほどの結果を用いて, 以下のように示せる.

∂ (XA)kl
∂xij

= δkiajl =
∑
m

δkiδmjaml =
∑
m

(
Jij
)
km

aml =
(
JijA

)
kl

∂
(
X⊤A

)
kl

∂xij
= δkjail =

∑
m

δkjδmiaml =
∑
m

(
Jji
)
km

aml =
(
JjiA

)
kl

Jij は, (i, j)成分のみが 1で, それ以外の成分が 0であるような行列.
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行列のスカラによる微分

行列の累乗の, 成分による微分
∂ (Xn)kl
∂xij

=

n−1∑
r=0

(
XrJijXn−r−1

)
kl

(Jij は, (i, j)成分のみが 1で, それ以外の成分が 0である行列)

以下のように示せる. ここでの項の展開は, 第 1回の行列積で確認した.

∂ (Xn)kl
∂xij

=
∂

∂xij

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
un−1︸ ︷︷ ︸

n− 1 個

xk,u1xu1,u2 · · ·xun−2,un−1xun−1,l︸ ︷︷ ︸
n 個の項

Jij は, (i, j)成分のみが 1であるから, 次のようにかける.(
Jij
)
kl
= δkiδlj

松谷研究室 行列輪講: 第 4 回 行列とベクトルの微分 2 June 2, 2024 21 / 88



















































































行列のスカラによる微分

合成関数の微分と,
∂xkl
∂xij

= δkiδlj から,

∂ (Xn)kl
∂xij

=
∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
un−1

(
δk,iδu1,jxu1,u2 · · ·xun−2,un−1xun−1,l

+ xk,u1δu1,iδu2,jxu2,u3 · · ·xun−2,un−1xun−1,l

+ · · ·+ xk,u1xu1,u2 · · ·xun−2,un−1δun−1,iδl,j

)
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行列のスカラによる微分

クロネッカーのデルタと, δkiδlj =
(
Jij
)
kl
から,

∂ (Xn)kl
∂xij

=
∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
un−1

((
Jij
)
k,u1

xu1,u2 · · ·xun−2,un−1xun−1,l

+ xk,u1

(
Jij
)
u1,u2

xu2,u3 · · ·xun−2,un−1xun−1,l

+ · · ·+ xk,u1xu1,u2 · · ·xun−2,un−1

(
Jij
)
un−1,l

)
これを書き直せば,

∂ (Xn)kl
∂xij

=
(
JijXn−1

)
kl
+
(
XJijXn−2

)
kl
+ · · ·+

(
Xn−1Jij

)
kl

=

n−1∑
r=0

(
XrJijXn−r−1

)
kl
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行列のスカラによる微分

行列積の, 成分による微分
∂
(
X⊤AX

)
kl

∂xij
= δkj (AX)il + δlj

(
X⊤A

)
ki

(Aは定数)

以下のように示せる.

∂
(
X⊤AX

)
kl

∂xij
=

∂

∂xij

∑
m

xmk (AX)ml =
∂

∂xij

∑
m

xmk

∑
n

amnxnl

=
∑
m

∑
n

amn

(
xnl

∂xmk

∂xij
+ xmk

∂xnl
∂xij

)
=
∑
m

∑
n

amn (δmiδkjxnl + δniδljxmk)

= δkj
∑
n

ainxnl + δlj
∑
m

amixmk = δkj (AX)il + δlj

(
X⊤A

)
ki
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行列のスカラによる微分

行列のスカラによる微分 (合成関数)

g(A) =

∞∑
n=0

cnA
n について (A, cは定数. 例えば, 行列指数関数 exp(A)),

∂g(xA)

∂x
= Ag′(xA) = g′(xA)A

以下のように示せる.

∂g(xA)

∂x
=

∂

∂x

∞∑
n=0

cn (xA)n =

∞∑
n=1

cnnx
n−1An

=

( ∞∑
n=1

cnn (xA)n−1

)
A = A

( ∞∑
n=1

cnn (xA)n−1

)
∂g(xA)

∂x

∣∣∣∣
x=1

≡ g′(A) =

∞∑
n=1

cnnA
n−1 とすれば, 成り立つ.
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スカラの行列による微分

パターンが多く, 最も大変な部分.

行列式, トレース, 対数などが入った微分を扱う.

誤差逆伝播法で扱うのは, スカラの行列による微分.

損失関数 (スカラ) の重みパラメータ (行列) による微分.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (基本)

∂a

∂X
= 0⊤ (aは定数)

∂au

∂X
= a

∂u

∂X
(u = u(X), aは定数)

∂ (u+ v)

∂X
=

∂u

∂X
+

∂v

∂X
(u = u(X), v = v(X))

分子レイアウトを使っているので, Xをm× n行列とすると, 微分 ∂a

∂X
は

n×m行列になることに注意 (転置記号 ⊤を付けた).
∂a

∂X
の (i, j)成分は,

Xの (j, i)成分 xji による微分
∂a

∂xji
である.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (合成関数, 連鎖律)

∂uv

∂X
= u

∂v

∂X
+ v

∂u

∂X
(u = u(X), v = v(X))

∂g(u)

∂X
=

∂g(u)

∂u

∂u

∂X
(u = u(X))

以下のように, 要素ごとに示せる.(
∂uv

∂X

)
ij

=
∂uv

∂xji
= u

∂v

∂xji
+ v

∂u

∂xji
= u

(
∂v

∂X

)
ij

+ v

(
∂u

∂X

)
ij(

∂g(u)

∂X

)
ij

=
∂g(u)

∂xji
=

∂g(u)

∂u

∂u

∂xji
=

∂g(u)

∂u

(
∂u

∂X

)
ij
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (合成関数, 連鎖律)

∂f(g(u))

∂X
=

∂f(g)

∂g

∂g(u)

∂u

∂u

∂X
(u = u(X))

以下のように, 要素ごとに示せる.(
∂f(g(u))

∂X

)
ij

=
∂f(g(u))

∂xji
=

∂f(g)

∂g

∂g(u)

∂u

∂u

∂xji

=
∂f(g)

∂g

∂g(u)

∂u

(
∂u

∂X

)
ij
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (合成関数, 連鎖律)

∂g(U)

∂xij
= tr

(
∂g(U)

∂U

∂U

∂xij

)
(U = U(X))

以下のように示せる. Uの各成分を, uij とする.

∂g(U)

∂xij
=
∑
k

∑
l

∂g(U)

∂ukl

∂ukl
∂xij

=
∑
k

∑
l

(
∂g(U)

∂U

)
lk

(
∂U

∂xij

)
kl

=
∑
l

(
∂g(U)

∂U

∂U

∂xij

)
ll

= tr

(
∂g(U)

∂U

∂U

∂xij

)
∂a

∂X
の (i, j)成分は ∂a

∂xji
,
∂A

∂x
の (i, j)成分は ∂aij

∂x
となることに注意. ト

レース tr(A)は, 行列Aの対角成分の総和である.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (行列, ベクトル積)

∂a⊤Xb

∂X
= ba⊤ (a,bは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂a⊤Xb

∂X

)
ij

=
∂a⊤Xb

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

ak (Xb)k

=
∂

∂xji

∑
k

ak
∑
l

xklbl =
∑
k

ak
∑
l

bl
∂xkl
∂xji

=
∑
k

ak
∑
l

blδkjδli = ajbi =
(
ba⊤

)
ij

∂xkl
∂xji

は, k, l = j, iのときのみ 1であるから, δkjδli とかける.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (行列, ベクトル積)

∂a⊤X⊤b

∂X
= ab⊤ (a,bは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂a⊤X⊤b

∂X

)
ij

=
∂a⊤X⊤b

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

ak

(
X⊤b

)
k

=
∂

∂xji

∑
k

ak
∑
l

xlkbl =
∑
k

ak
∑
l

bl
∂xlk
∂xji

=
∑
k

ak
∑
l

blδljδki = aibj =
(
ab⊤

)
ij

∂xlk
∂xji

は, l, k = j, iのときのみ 1であるから, δljδki とかける.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (行列, ベクトル積)

∂a⊤Xa

∂X
=

∂a⊤X⊤a

∂X
= aa⊤ (aは定数)

a⊤Xb, a⊤X⊤bの微分の式から確認できる.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂ (Xa)⊤Xb

∂X
=

∂a⊤X⊤Xb

∂X
=
(
ab⊤ + ba⊤

)
X⊤ (a,bは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ (Xa)⊤Xb

∂X

)
ij

=
∂ (Xa)⊤Xb

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

(Xa)k (Xb)k

=
∂

∂xji

∑
k

(∑
l

xklal

)(∑
m

xkmbm

)

=
∑
k

∑
l

al
∑
m

bm

(
xkm

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xkm
∂xji

)
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スカラの行列による微分

ここで,
∂xkl
∂xji

= δkjδli,
∂xkm
∂xji

= δkjδmi を代入すれば,

(
∂ (Xa)⊤Xb

∂X

)
ij

=
∑
k

∑
l

al
∑
m

bm

(
xkm

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xkm
∂xji

)
=
∑
k

∑
l

al
∑
m

bm (xkmδkjδli + xklδkjδmi)

= ai
∑
m

bmxjm + bi
∑
l

alxjl = ai (Xb)j + bi (Xa)j

=
(
a (Xb)⊤

)
ij
+
(
b (Xa)⊤

)
ij
=
(
ab⊤X⊤ + ba⊤X⊤

)
ij
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂
(
X⊤a

)⊤
X⊤b

∂X
=

∂a⊤XX⊤b

∂X
= X⊤

(
ab⊤ + ba⊤

)
(a,bは定数)

先ほどと同様に, 要素ごとに確認できる (練習問題).(
∂
(
X⊤a

)⊤
X⊤b

∂X

)
ij

=
∂
(
X⊤a

)⊤
X⊤b

∂xji

=
∑
k

∑
l

al
∑
m

bm

(
xmk

∂xlk
∂xji

+ xlk
∂xmk

∂xji

)
= aj

∑
m

bmxmi + bj
∑
l

alxli =
(
X⊤ba⊤ +X⊤ab⊤

)
ij
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂ (Xa)⊤C (Xb)

∂X
=

∂a⊤X⊤CXb

∂X
= ab⊤X⊤C⊤ + ba⊤X⊤C

(a,b,Cは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ (Xa)⊤C (Xb)

∂X

)
ij

=
∂ (Xa)⊤C (Xb)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

(Xa)k (CXb)k

=
∂

∂xji

∑
k

(∑
l

xklal

)(∑
m

ckm (Xb)m

)

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xklal
∑
m

ckm
∑
n

xmnbn
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.(
∂ (Xa)⊤C (Xb)

∂X

)
ij

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xklal
∑
m

ckm
∑
n

xmnbn

=
∑
k

∑
l

al
∑
m

ckm
∑
n

bn

(
xmn

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xmn

∂xji

)
=
∑
k

∑
l

al
∑
m

ckm
∑
n

bn (δkjδlixmn + δmjδnixkl)

= ai
∑
m

cjm
∑
n

bnxmn + bi
∑
k

ckj
∑
l

alxkl

= ai
∑
m

cjm (Xb)m + bi
∑
k

ckj (Xa)k

= ai (CXb)j + bi

(
C⊤Xa

)
j
=
(
a (CXb)⊤

)
ij
+

(
b
(
C⊤Xa

)⊤)
ij
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤b

)
∂X

=
∂a⊤XCX⊤b

∂X
= C⊤X⊤ab⊤ +CX⊤ba⊤

(a,b,Cは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤b

)
∂X

)
ij

=
∂
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤b

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
X⊤a

)
k

(
CX⊤b

)
k

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xlkal
∑
m

ckm
∑
n

xnmbn
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.(
∂
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤b

)
∂X

)
ij

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xlkal
∑
m

ckm
∑
n

xnmbn

=
∑
k

∑
l

al
∑
m

ckm
∑
n

bn

(
xnm

∂xlk
∂xji

+ xlk
∂xnm
∂xji

)
=
∑
k

∑
l

al
∑
m

ckm
∑
n

bn (δljδkixnm + δnjδmixlk)

= aj
∑
m

cim
∑
n

bnxnm + bj
∑
k

cki
∑
l

alxlk

= aj
∑
m

cim

(
X⊤b

)
m
+ bj

∑
k

cki

(
X⊤a

)
k

= aj

(
CX⊤b

)
i
+ bj

(
C⊤X⊤a

)
i
=
(
CX⊤ba⊤ +C⊤X⊤ab⊤

)
ij
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂ (Xa+ b)⊤C (Xd+ e)

∂X
= a (Xd+ e)⊤C⊤ + d (Xa+ b)⊤C

(a,b,C,d, eは定数)

a⊤Xb, a⊤X⊤b, a⊤X⊤CXbについての微分の式を使えばよい (大変!).

∂ (Xa+ b)
⊤
C (Xd+ e)

∂X
=

∂

∂X

(
a⊤X⊤CXd+ a⊤X⊤Ce+ b⊤CXd+ b⊤Ce

)
= ad⊤X⊤C⊤ + da⊤X⊤C+ a (Ce)

⊤
+ d

(
b⊤C

)
= a

(
d⊤X⊤ + e⊤

)
C⊤ + d

(
aX⊤ + b⊤)C

= a (Xd+ e)
⊤
C⊤ + d (Xa+ b)

⊤
C
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂ (Xa+ b)⊤C (Xa+ b)

∂X
= a (Xa+ b)⊤

(
C+C⊤

)
(a,b,Cは定数)

特に, Cが対称行列 (C = C⊤) であれば,

∂ (Xa+ b)⊤C (Xa+ b)

∂X
= 2a (Xa+ b)⊤C (a,b,Cは定数)

以下の式について, d, e → a,bとすればよい.

∂ (Xa+ b)⊤C (Xd+ e)

∂X
= a (Xd+ e)⊤C⊤ + d (Xa+ b)⊤C

松谷研究室 行列輪講: 第 4 回 行列とベクトルの微分 2 June 2, 2024 44 / 88



















































































スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂ (a−Xb)⊤C (a−Xb)

∂X
= −b (a−Xb)⊤

(
C+C⊤

)
(a,b,Cは定数)

特に, Cが対称行列 (C = C⊤) であれば,

∂ (a−Xb)⊤C (a−Xb)

∂X
= −2b (a−Xb)⊤C (a,b,Cは定数)

以下の式について, a,b,d, e → −b,a,−b,aとすればよい.

∂ (Xa+ b)⊤C (Xd+ e)

∂X
= a (Xd+ e)⊤C⊤ + d (Xa+ b)⊤C
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (ノルムの二乗)

∂ ∥Xa∥2

∂X
=

∂ (Xa)⊤Xa

∂X
= 2aa⊤X⊤ (aは定数)

∂
∥∥X⊤a

∥∥2
∂X

=
∂
(
X⊤a

)⊤
X⊤a

∂X
= 2X⊤aa⊤ (aは定数)

(Xa)⊤Xb,
(
X⊤a

)⊤
X⊤bの微分の式から確認できる.
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スカラの行列による微分

スカラの行列による微分 (二次式)

∂ (Xa)⊤C (Xa)

∂X
=

∂a⊤X⊤CXa

∂X
= aa⊤X⊤

(
C+C⊤

)
∂
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤a

)
∂X

=
∂a⊤XCX⊤a

∂X
=
(
C+C⊤

)
X⊤aa⊤

特に, Cが対称行列 (C = C⊤) であれば,

∂ (Xa)⊤C (Xa)

∂X
=

∂a⊤X⊤CXa

∂X
= 2aa⊤X⊤C

∂
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤a

)
∂X

=
∂a⊤XCX⊤a

∂X
= 2CX⊤aa⊤ (a,Cは定数)

(Xa)⊤C (Xb),
(
X⊤a

)⊤
C
(
X⊤b

)
の微分の式から確認できる.
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行列のスカラによる微分

行列の累乗の, 成分による微分
∂a⊤Xnb

∂X
=

n−1∑
r=0

Xn−r−1ba⊤Xr (a,bは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる. ここでの項の展開は, 第 1回の行列
積で確認した.(

∂a⊤Xnb

∂X

)
ij

=
∂a⊤Xnb

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

∑
l

ak (X
n)kl bl

=
∂

∂xji

∑
k

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
un−1︸ ︷︷ ︸

n− 1 個

∑
l

ak xk,u1xu1,u2 · · ·xun−2,un−1xun−1,l︸ ︷︷ ︸
n 個の項

bl
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行列のスカラによる微分

合成関数の微分と,
∂xkl
∂xji

= δkjδli から,

(
∂a⊤Xnb

∂X

)
ij

=
∑
k

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
un−1

∑
l

(
akδk,jδu1,ixu1,u2 · · ·xun−2,un−1xun−1,lbl

+ akxk,u1δu1,jδu2,ixu2,u3 · · ·xun−2,un−1xun−1,lbl

+ · · ·+ akxk,u1xu1,u2 · · ·xun−2,un−1δun−1,jδl,ibl

)
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行列のスカラによる微分

クロネッカーのデルタを適用して,(
∂a⊤Xnb

∂X

)
ij

=
∑
k

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
un−1

∑
l

(
ajxi,u2 · · ·xun−2,un−1xun−1,lbl

+ akxk,jxi,u3 · · ·xun−2,un−1xun−1,lbl + · · ·+ akxk,u1xu1,u2 · · ·xun−2,jbi

)
これを書き直せば,

=
∑
l

(
Xn−1

)
il
blaj +

∑
l

(
Xn−2

)
il
bl

(
a⊤X

)
j
+ · · ·+ bi

(
a⊤Xn−1

)
j

=
(
Xn−1ba⊤

)
ij
+
(
Xn−2ba⊤X

)
ij
+ · · ·+

(
ba⊤Xn−1

)
ij

=

n−1∑
r=0

Xn−r−1ba⊤Xr
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行列のスカラによる微分

行列の累乗の, 成分による微分
∂a⊤ (Xn)⊤Xnb

∂X
=

n−1∑
r=0

(
(Xr)⊤Xnba⊤

(
Xn−r−1

)⊤
+Xn−r−1ba⊤ (Xn)⊤Xr

)
(a,bは定数)

先ほどと同様の議論によって導出できる (証明は省略).
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目次

3 スカラの行列による微分
線形変換, 二次式, 合成関数, 連鎖律
トレースを含む微分
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行列のトレース (再掲)

Aを, n次正方行列とする.

Aの対角成分 aii の和を, Aのトレースとよぶ.

トレースを, tr(A)とかく.

tr(A) =
∑
i

aii

単位行列 In のトレースは n.

和: tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

転置: tr
(
A⊤
)
= tr(A)

循環性: tr(AB) = tr(BA)

循環性: tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (基本)

∂ tr(X)

∂X
= I

∂ tr(U+V)

∂X
=

∂ tr(U)

∂X
+

∂ tr(V)

∂X
(U = U(X), V = V(X))

∂ tr(aU)

∂X
= a

∂ tr(U)

∂X

最初の式については, 以下のように, 要素ごとに確認できる (Iの (i, j)成分
は, クロネッカーのデルタ δij).(

∂ tr(X)

∂X

)
ij

=
∂ tr(X)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

xkk =
∑
k

∂xji
∂xkk

=
∑
k

δikδjk = δij (∵ k = j のときのみ δjk = 1)
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スカラの行列による微分

行列積のトレースを含む微分
∂ tr(UV)

∂x
= tr

(
∂U

∂x
V +U

∂V

∂x

)
(U = U(x), V = V(x))

以下のように示せる.

∂ tr(UV)

∂x
=

∂

∂x

∑
k

(UV)kk =
∂

∂x

∑
k

∑
l

uklvlk

=
∑
k

∑
l

(
∂ukl
∂x

vlk + ukl
∂vlk
∂x

)
=
∑
k

∑
l

((
∂U

∂x

)
kl

vlk + ukl

(
∂V

∂x

)
lk

)
=
∑
k

(
∂U

∂x
V

)
kk

+
∑
k

(
U
∂V

∂x

)
kk

= tr

(
∂U

∂x
V

)
+ tr

(
U
∂V

∂x

)
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (行列積)

∂ tr(AX)

∂X
=

∂ tr(XA)

∂X
= A (Aは定数)

tr(AB) = tr(BA)であることに注意. 以下のように, 要素ごとに確認で
きる.(

∂ tr(AX)

∂X

)
ij

=
∂ tr(AX)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

(AX)kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

aklxlk =
∑
k

∑
l

akl
∂xlk
∂xji

=
∑
k

∑
l

aklδkiδlj = aij (∵ k, l = i, j のとき以外は 0)
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (行列積)

∂ tr
(
AX⊤)
∂X

=
∂ tr
(
X⊤A

)
∂X

= A⊤ (Aは定数)

tr(AB) = tr(BA)であることに注意. 以下のように, 要素ごとに確認で
きる.(

∂ tr
(
AX⊤)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
AX⊤)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
AX⊤

)
kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

aklxkl =
∑
k

∑
l

akl
∂xkl
∂xji

=
∑
k

∑
l

aklδkjδli = aji (∵ k, l = j, iのとき以外は 0)
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (行列積)

∂ tr(AXB)

∂X
=

∂ tr(XBA)

∂X
=

∂ tr(BAX)

∂X
= BA (A,Bは定数)

∂ tr
(
AX⊤B

)
∂X

=
∂ tr
(
X⊤BA

)
∂X

=
∂ tr
(
BAX⊤)
∂X

= A⊤B⊤ (A,Bは定数)

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)であることに注意.

トレースの循環性とよばれる.
∂ tr(AX)

∂X
= A,

∂ tr
(
AX⊤)
∂X

= A⊤ より確
認できる.

松谷研究室 行列輪講: 第 4 回 行列とベクトルの微分 2 June 2, 2024 58 / 88



















































































スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (逆行列)

∂ tr
(
AX−1

)
∂X

=
∂ tr
(
X−1A

)
∂X

= −X−1AX−1 (Aは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる (逆行列の微分の式を用いる).(
∂ tr
(
AX−1

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
AX−1

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
AX−1

)
kk

=
∑
k

(
A
∂X−1

∂xji

)
kk

= −
∑
k

(
AX−1 ∂X

∂xji
X−1

)
kk

= −
∑
k

∑
l

(
AX−1

)
kl

(
∂X

∂xji
X−1

)
lk
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.(
∂ tr
(
AX−1

)
∂X

)
ij

= −
∑
k

∑
l

(
AX−1

)
kl

(
∂X

∂xji
X−1

)
lk

= −
∑
k

∑
l

(
AX−1

)
kl

∑
m

(
∂X

∂xji

)
lm

(
X−1

)
mk

= −
∑
k

∑
l

(
AX−1

)
kl

∑
m

∂xlm
∂xji

(
X−1

)
mk

= −
∑
k

∑
l

(
AX−1

)
kl

∑
m

δljδmi

(
X−1

)
mk

= −
∑
k

(
AX−1

)
kj

(
X−1

)
ik

(∵ l,m = j, i)

= −
(
X−1AX−1

)
ij
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (逆行列)

∂ tr
(
X−1

)
∂X

= −X−2

∂ tr
(
AX−1

)
∂X

= −X−1AX−1 に, A = Iを代入すればよい.

スカラの場合における,
d

dx

1

x
= − 1

x2
とそっくりである.
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (逆行列)

∂ tr
(
AX−1B

)
∂X

=
∂ tr
(
X−1BA

)
∂X

=
∂ tr
(
BAX−1

)
∂X

= −X−1BAX−1

(Aは定数)

∂ tr
(
AX−1

)
∂X

= −X−1AX−1 に, A = BAを代入すればよい.
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二乗)

∂ tr
(
X2
)

∂X
= 2X

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ tr
(
X2
)

∂X

)
ij

=
∂ tr
(
X2
)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

(
X2
)
kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xklxlk

=
∑
k

∑
l

(
xlk

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xlk
∂xji

)
=
∑
k

∑
l

(δliδkjxlk + δkiδljxkl) = 2xij

スカラの場合における, (x2)′ = 2xとそっくりである.
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
X2A

)
∂X

=
∂ tr(XAX)

∂X
=

∂ tr
(
AX2

)
∂X

= XA+AX (Aは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ tr
(
X2A

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
X2A

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
X2A

)
kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl (XA)lk =
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl
∑
m

xlmamk

=
∑
k

∑
l

∑
m

amk

(
xlm

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xlm
∂xji

)
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.(
∂ tr
(
X2A

)
∂X

)
ij

=
∑
k

∑
l

∑
m

amk

(
xlm

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xlm
∂xji

)
=
∑
k

∑
l

∑
m

amk (δkjδlixlm + δljδmixkl)

=
∑
m

amjxim +
∑
k

aikxkj = (XA)ij + (AX)ij
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
X⊤AX

)
∂X

=
∂ tr
(
AXX⊤)
∂X

=
∂ tr
(
XX⊤A

)
∂X

= X⊤
(
A+A⊤

)
(Aは定数)

以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ tr
(
XX⊤A

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
XX⊤A

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
XX⊤A

)
kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl

(
X⊤A

)
lk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl
∑
m

xmlamk
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.(
∂ tr
(
XX⊤A

)
∂X

)
ij

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl
∑
m

xmlamk

=
∑
k

∑
l

∑
m

amk

(
xml

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xml

∂xji

)
=
∑
k

∑
l

∑
m

amk (δkjδlixml + δmjδlixkl)

=
∑
m

amjxmi +
∑
k

ajkxki =
(
X⊤A

)
ij
+
(
X⊤A⊤

)
ij
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
XAX⊤)
∂X

=
∂ tr
(
AX⊤X

)
∂X

=
∂ tr
(
X⊤XA

)
∂X

=
(
A+A⊤

)
X⊤

(Aは定数)

先ほどと同様に, 要素ごとに確認できる (練習問題).(
∂ tr
(
X⊤XA

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
X⊤XA

)
∂xji

=
∑
k

∑
l

∑
m

amk

(
xlm

∂xlk
∂xji

+ xlk
∂xlm
∂xji

)
=
∑
m

amixjm +
∑
k

aikxjk =
(
A⊤X⊤

)
ij
+
(
AX⊤

)
ij
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
XX⊤)
∂X

=
∂ tr
(
X⊤X

)
∂X

= 2X⊤

∂ tr
(
X⊤AX

)
∂X

= X⊤
(
A+A⊤

)
に, A = Iを代入すればよい.
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂X

=
∂ tr
(
AX⊤BX

)
∂X

=
∂ tr
(
X⊤BXA

)
∂X

=
∂ tr
(
BXAX⊤)
∂X

= AX⊤B+A⊤X⊤B⊤

(A,Bは定数)

多少煩雑であるが, 以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
XAX⊤B

)
kk
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スカラの行列による微分

順に展開すると,(
∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
k

(
XAX⊤B

)
kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl

(
AX⊤B

)
lk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl
∑
m

alm

(
X⊤B

)
mk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl
∑
m

alm
∑
n

xnmbnk

=
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

almbnk

(
xnm

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xnm
∂xji

)
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スカラの行列による微分

微分を行って, 項を整えると,(
∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂X

)
ij

=
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

almbnk

(
xnm

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xnm
∂xji

)
=
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

almbnk (δkjδlixnm + δmiδnjxkl)

=
∑
m

∑
n

aimbnjxnm +
∑
k

∑
l

alibjkxkl

=
∑
m

aim

(
X⊤B

)
mj

+
∑
l

ali

(
X⊤B⊤

)
lj

=
(
AX⊤B

)
ij
+
(
A⊤X⊤B⊤

)
ij
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr(XAXB)

∂X
=

∂ tr(AXBX)

∂X
=

∂ tr(XBXA)

∂X

=
∂ tr(BXAX)

∂X
= AXB+BXA (A,Bは定数)

こちらも多少煩雑であるが, 以下のように, 要素ごとに確認できる.(
∂ tr(XAXB)

∂X

)
ij

=
∂ tr(XAXB)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

(XAXB)kk
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スカラの行列による微分

式変形を続けると, 次のようになる.(
∂ tr(XAXB)

∂X

)
ij

=
∂ tr(XAXB)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
k

(XAXB)kk

=
∂

∂xji

∑
k

∑
l

xkl
∑
m

alm
∑
n

xmnbnk

=
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

almbnk

(
xmn

∂xkl
∂xji

+ xkl
∂xmn

∂xji

)
=
∑
k

∑
l

∑
m

∑
n

almbnk (δkjδlixmn + δmjδnixkl)

=
∑
m

∑
n

aimbnjxmn +
∑
k

∑
l

aljbikxkl

= (AXB)ij + (BXA)ij
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
A⊤X⊤BXA

)
∂X

= AA⊤X⊤
(
B+B⊤

)
(A,Bは定数)

∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂X

= AX⊤B+A⊤X⊤B⊤ を用いる.

∂ tr
(
A⊤X⊤BXA

)
∂X

=
∂ tr
(
XAA⊤X⊤B

)
∂X

(∵ 循環性)

=
(
AA⊤

)
X⊤B+

(
AA⊤

)⊤
X⊤B⊤ (∵ A → AA⊤)

= AA⊤X⊤B+AA⊤X⊤B⊤

= AA⊤X⊤
(
B+B⊤

)
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
AXBX⊤C

)
∂X

= BX⊤CA+B⊤X⊤A⊤C⊤ (A,B,Cは定数)

∂ tr
(
XAX⊤B

)
∂X

= AX⊤B+A⊤X⊤B⊤ と, トレースの循環性を用いる
(練習問題).
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr((AX+B)C (DX+E))

∂X
= (AX+B)CD+C (DX+E)A

(A,B,C,D,Eは定数)

tr(AXB), tr(AX), tr(AXBX)の微分の式から確認できる.

∂ tr((AX+B)C (DX+E))

∂X

=
∂

∂X
(tr(AXCDX) + tr(AXCE) + tr(BCDX) + tr(BCE))

= (AXCD+CDXA) +CEA+BCD

= (AX+B)CD+C (DX+E)A

松谷研究室 行列輪講: 第 4 回 行列とベクトルの微分 2 June 2, 2024 77 / 88



















































































スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (二次式)

∂ tr
(
(AXB+C) (AXB+C)⊤

)
∂X

= 2B (AXB+C)⊤A

(A,B,Cは定数)

tr
(
XAX⊤B

)
, tr(AXB)の微分の式から確認できる.

=
∂

∂X

(
tr
(
AXBB⊤X⊤A⊤)+ tr

(
AXBC⊤)+ tr

(
CB⊤X⊤A⊤)+ tr

(
CC⊤))

=
∂

∂X

(
tr
(
XBB⊤X⊤A⊤A

)
+ 2 tr

(
AXBC⊤)) (∵ tr(P) = tr

(
P⊤),循環性)

=
(
BB⊤X⊤A⊤A+

(
BB⊤)⊤ X⊤ (A⊤A

)⊤)
+ 2BC⊤A = 2B (AXB+C)

⊤
A

松谷研究室 行列輪講: 第 4 回 行列とベクトルの微分 2 June 2, 2024 78 / 88



















































































スカラの行列による微分

∂ tr
(
X−1

)
∂X

= −X−2,
∂ tr(X)

∂X
= I,

∂ tr
(
X2
)

∂X
= 2Xであった.

スカラにおける微分 (x−1)′ = −x−2, x′ = 1,
(
x2
)′
= 2xに対応して

いる.

この観測から, 以下が成り立つことが予想される:

∂ tr
(
Xk
)

∂X
= kXk−1

k > 0, k < 0の 2つに場合分けして確認する.
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スカラの行列による微分

以下が, k > 0で成立することを確認する.

∂ tr
(
Xk
)

∂X
= kXk−1

以下のように, 要素ごとに確認する.(
∂ tr
(
Xk
)

∂X

)
ij

=
∂ tr
(
Xk
)

∂xji
=

∂

∂xji

∑
l

(
Xk
)
ll

=
∂

∂xji

∑
l

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
uk−1︸ ︷︷ ︸

k − 1 個

xl,u1xu1,u2 · · ·xuk−2,uk−1
xuk−1,l

このような項の展開は, 第 1回の行列積で確認した.
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スカラの行列による微分

合成関数の微分を考えると (
∂xkl
∂xji

= δkjδli を使って),

∂

∂xji

∑
l

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
uk−1︸ ︷︷ ︸

k − 1 個

xl,u1xu1,u2 · · ·xuk−2,uk−1
xuk−1,l︸ ︷︷ ︸

項が k 個

=
∑
l

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
uk−1

(
δljδu1,ixu1,u2 · · ·xuk−2,uk−1

xuk−1,l

+ xl,u1δu1,jδu2,ixu2,u3 · · ·xuk−1,l

+ · · ·+ xl,u1xu1,u2 · · ·xuk−2,uk−1
δuk−1,jδl,i

)
= k

∑
l

∑
u1

· · ·
∑
uk−1

δljδu1,ixu1,u2 · · ·xuk−2,uk−1
xuk−1,l (∵ 対称性)
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スカラの行列による微分

クロネッカーのデルタを適用して,

k
∑
l

∑
u1

· · ·
∑
uk−1

δljδu1,ixu1,u2 · · ·xuk−2,uk−1
xuk−1,l

= k
∑
u2

· · ·
∑
uk−1︸ ︷︷ ︸

k − 2 個

xi,u2 · · ·xuk−2,uk−1
xuk−1,j

インデックスを置き換えると,

= k
∑
v1

· · ·
∑
vk−2︸ ︷︷ ︸

k − 2 個

xi,v1xv1,v2 · · ·xvk−3,vk−2
xvk−2,j

= k
(
Xk−1

)
ij
=

(
∂ tr
(
Xk
)

∂X

)
ij
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スカラの行列による微分

続いて, 以下が k > 0で成立することを確認する.

∂ tr
(
X−k

)
∂X

= −kX−k−1

先ほどと同じように, 要素ごとに確認する. X−1 の各成分を, yij とする.(
∂ tr
(
X−k

)
∂X

)
ij

=
∂ tr
(
X−k

)
∂xji

=
∂

∂xji

∑
l

(
X−k

)
ll

=
∂

∂xji

∑
l

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
uk−1︸ ︷︷ ︸

k − 1 個

yl,u1yu1,u2 · · · yuk−2,uk−1
yuk−1,l

∂
(
X−1

)
kl

∂xij
= −

(
X−1

)
ki

(
X−1

)
jl
であるので,

∂ykl
∂xij

= −ykiyjl.
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スカラの行列による微分

合成関数の微分を考えると (
∂ykl
∂xji

= −ykjyil を使って),

=
∂

∂xji

∑
l

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
uk−1︸ ︷︷ ︸

k − 1 個

yl,u1yu1,u2 · · · yuk−2,uk−1
yuk−1,l︸ ︷︷ ︸

k 個

= −
∑
l

∑
u1

∑
u2

· · ·
∑
uk−1

(
yljyi,u1yu1,u2 · · · yuk−2,uk−1

yuk−1,l

+ yl,u1yu1,jyi,u2yu2,u3 · · · yuk−2,uk−1
yuk−1,l

+ · · ·+ yl,u1yu1,u2 · · · yuk−2,uk−1
yuk−1,jyil︸ ︷︷ ︸

項が k + 1 個

)

= −k
∑
l

∑
u1

· · ·
∑
uk−1

yi,u1yu1,u2 · · · yuk−2,uk−1
yuk−1,lylj (∵ 対称性)
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スカラの行列による微分

インデックスを置き換えると (yij はX−1 の各成分であるので),

− k
∑
l

∑
u1

· · ·
∑
uk−1

yi,u1yu1,u2 · · · yuk−2,uk−1
yuk−1,lylj

= −k
∑
v1

∑
v2

· · ·
∑
vk︸ ︷︷ ︸

k 個

yi,v1yv1,v2 · · · yvk−2,vk−1
yvk−1,vkyvk,j︸ ︷︷ ︸

k + 1 個

= −k
(
X−(k+1)

)
ij
= −k

(
X−k−1

)
ij
=

(
∂ tr
(
X−k

)
∂X

)
ij
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スカラの行列による微分

以上より, k > 0のとき, 次の 2つが成り立つ.

∂ tr
(
Xk
)

∂X
= kXk−1

∂ tr
(
X−k

)
∂X

= −kX−k−1

また k = 0のときは,
∂ tr(I)

∂X
= 0である.

これらをまとめると, 任意の k について, 次がいえる.

∂ tr
(
Xk
)

∂X
= kXk−1
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スカラの行列による微分

トレースを含む微分 (累乗)

∂ tr
(
Xk
)

∂X
= kXk−1

∂ tr
(
AXk

)
∂X

=

k−1∑
r=0

XrAXk−r−1 (Aは定数)

2行目の式については, 1行目と同様の議論によって導出できる.
2行目について, k = 2とすると, 先ほど確認した以下の式が得られる.

∂ tr
(
AX2

)
∂X

= XA+AX
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このスライドの概要

ここまでで, 以下のパターンを確認した.
ベクトルのスカラによる微分
スカラのベクトルによる微分
ベクトルのベクトルによる微分
行列のスカラによる微分
スカラの行列による微分
逆行列, トレースの入った微分

Wikipediaや The Matrix Cookbookに載っている式の, かなりの部分
をみてきた.
まだ, 以下のパターンが残っている.

行列式の入った微分
スカラのスカラによる微分 (ベクトルや行列を関数として含む場合)

行列式の入った微分では, ヤコビの公式が重要である.
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