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このスライドの概要

行列式, トレースについて確認する
行列式に関する公式 (転置, 行列積, 逆行列, 固有値, ブロック行列)
行列式と余因子展開
トレースに関する公式
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行列式 (Determinant)

行列式は, 行列の大きさのようなもの
{1, 2, . . . , n}を適当に入れ替えて, {σ(1), σ(2), . . . , σ(n)}を作る.

このような置換 σ は, 全部で n!通りあって, まとめて Sn で表す.

S3 = {{1, 2, 3} → {1, 2, 3} , {1, 2, 3} → {1, 3, 2} , {1, 2, 3} → {2, 1, 3} ,
{1, 2, 3} → {2, 3, 1} , {1, 2, 3} → {3, 1, 2} , {1, 2, 3} → {3, 2, 1}}

{σ(1), σ(2), . . . , σ(n)}は, 何度か入れ替えれば, 元の {1, 2, . . . , n}に
戻せる. 入れ替える回数の偶奇は, 一意に定まる.

即ち, σ に対して, 以下の sgn(σ)は一意に定まる.

sgn(σ) =

{
1 偶数回の入れ替えで元に戻せる
−1 奇数回の入れ替えで元に戻せる
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行列式 (Determinant)

σ = {1, 2, 3} → {2, 3, 1}とすると, sgn(σ) = 1.
{2, 3, 1} → {2, 1, 3} → {1, 2, 3}.

σ = {1, 2, 3} → {3, 2, 1}とすると, sgn(σ) = −1.
{3, 2, 1} → {2, 3, 1} → {2, 1, 3} → {1, 2, 3}.

Aを n次正方行列とする.

Sn と σ を使って, Aの行列式は次のようにかける.

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

n = 2とすると, Sn = {{1, 2} , {2, 1}}, sgn = (1,−1).

det(A) = a11a22 − a12a21.

全部で, n!個の項が現れる.
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3次行列の行列式

Aを n次正方行列とする.

Sn と σ を使って, Aの行列式は次のようにかける.

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

n = 3とすると,

S3 = {{1, 2, 3} , {1, 3, 2} , {2, 1, 3} , {2, 3, 1} , {3, 1, 2} , {3, 2, 1}}
sgn = (1,−1,−1, 1, 1,−1)

det(A) = a11 (a22a33 − a23a32) + a12 (a23a31 − a21a33)

+a13 (a21a32 − a22a31)

これはサラスの公式とよばれる.
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置換に関する性質

置換は全単射 (1対 1で対応する).

置換 σ の逆写像を, σ−1 とかく.

σ = {1, 2, 3} → {3, 1, 2} , σ−1 = {1, 2, 3} → {2, 3, 1}

以下の 6つの置換 σ1, . . . , σ6 は, 同じものを指すことに注意.

σ1 = {1, 2, 3} → {2, 3, 1} , σ2 = {1, 3, 2} → {2, 1, 3}
σ3 = {2, 1, 3} → {3, 2, 1} , σ4 = {2, 3, 1} → {3, 1, 2} ,
σ5 = {3, 1, 2} → {1, 2, 3} , σ6 = {3, 2, 1} → {1, 3, 2}

2つの置換の合成 τ ◦ σ も, 新たな置換となる.

σ = {1, 2, 3} → {3, 1, 2} , τ = {1, 2, 3} → {2, 1, 3}
τ ◦ σ = {1, 2, 3} → {3, 2, 1}
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置換に関する性質

2つの置換の合成 τ ◦ σ も, 新たな置換となる.

σ = {1, 2, 3} → {3, 1, 2} , τ = {1, 2, 3} → {2, 1, 3}
τ ◦ σ = {1, 2, 3} → {3, 2, 1}

松谷研究室 行列輪講: 第 2 回 行列式, トレース June 2, 2024 10 / 44



















































































置換に関する性質

恒等置換を, ιとかく.

ι = {1, 2, 3} → {1, 2, 3}

σ−1σ = σσ−1 = ι, sgn(τσ) = sgn(τ) sgn(σ)

sgn(ι) = 1, sgn(σ−1) = sgn(σ)

A =
(
aij

)
を行列, σ を置換としたとき,

aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n = a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

σ = {1, 2, 3} → {2, 3, 1}とする. σ−1 = {2, 3, 1} → {1, 2, 3}となる.

aσ−1(1)1aσ−1(2)2aσ−1(3)3 = a31a12a23 = a12a23a31

= a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3)
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置換に関する性質

A =
(
aij

)
を行列, σ を置換としたとき,

aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n = a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

σ = {1, 2, 3} → {2, 3, 1}とする. σ−1 = {2, 3, 1} → {1, 2, 3}となる.

aσ−1(1)1aσ−1(2)2aσ−1(3)3 = a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3)
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転置の行列式

転置の行列式
det
(
A⊤
)
= det(A)

行列式の定義から,

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

det
(
A⊤
)
=
∑
τ∈Sn

sgn(τ)
(
A⊤
)
1τ(1)

(
A⊤
)
2τ(2)

(
A⊤
)
nτ(n)

=
∑
τ∈Sn

sgn(τ)aτ(1)1aτ(2)2 · · · aτ(n)n

松谷研究室 行列輪講: 第 2 回 行列式, トレース June 2, 2024 13 / 44



















































































転置の行列式

行列式の定義から,

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

det
(
A⊤
)
=
∑
τ∈Sn

sgn(τ)aτ(1)1aτ(2)2 · · · aτ(n)n

σ−1 について総和を取ることは, σ について総和を取ることと同じだか
ら, τ = σ−1 とする.

τ = σ−1 とおくと, sgn(τ) = sgn(σ−1) = sgn(σ)であり, 以下が成り
立つので, det(A) = det

(
A⊤).

aτ(1)1aτ(2)2 · · · aτ(n)n = aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n

= a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

松谷研究室 行列輪講: 第 2 回 行列式, トレース June 2, 2024 14 / 44



















































































対角行列の行列式

対角行列の行列式
n次の対角行列があるとする. 行列式は, 対角成分 λ1, . . . , λn の積となる.

det



λ1

λ2

. . .
λn


 =

∏
i

λi

行列式の定義において, 恒等置換 ιに対応する項だけが残る:

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

= a11a22 · · · ann =
∏
i

λi
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上三角行列, 下三角行列の行列式

上三角行列, 下三角行列の行列式
n× nの上三角, 下三角行列があるとする. 行列式は, 対角成分 λ1, . . . , λn

の積となる.

det



λ1 ∗ · · · ∗

λ2
. . .

...
. . . ∗

λn


 =

∏
i

λi

det



λ1

∗ λ2
...

. . . . . .
∗ · · · ∗ λn


 =

∏
i

λi

松谷研究室 行列輪講: 第 2 回 行列式, トレース June 2, 2024 16 / 44



















































































上三角行列, 下三角行列の逆行列の行列式

上三角行列, 下三角行列の逆行列の行列式
元の対角成分の逆数 λ−1

1 , . . . , λ−1
n の積となる.

det



λ1 ∗ · · · ∗

λ2
. . .

...
. . . ∗

λn


−1
 =

∏
i

λ−1
i

det



λ1

∗ λ2
...

. . . . . .
∗ · · · ∗ λn


−1 =

∏
i

λ−1
i

松谷研究室 行列輪講: 第 2 回 行列式, トレース June 2, 2024 17 / 44



















































































列の線形変換, 列の入れ替え, 行列のスカラー倍

列の線形変換, 列の入れ替え
列を入れ替えると, 行列式の符号が反転する.

det
((

a1, . . . , λai + µbi, . . . , an

))
= λ det

((
a1, . . . , ai, . . . , an

))
+µ det

((
a1, . . . ,bi, . . . , an

))
det
((

a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an

))
= − det

((
a1, . . . , aj , . . . , ai, . . . , an

))
行列のスカラー倍
行列を c倍すると, 行列式は cn 倍になる.

det(cA) = cn det(A)

det
(
A⊤) = det(A)であるから, 列だけでなく, 行についても同様のこ

とがいえる.
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列の線形変換, 列のスカラー倍

同じ列を含むとき
同じ列ベクトルを 2箇所に含むとき, 行列式は 0となる.

det
((

a1, . . . , ai, . . . , ai, . . . , an

))
= 0

列のスカラー倍
列を c倍すると, 行列式は c倍になる.

det
((

a1, . . . , cai, . . . , an

))
= c det

((
a1, . . . , ai, . . . , an

))
i列目に, j 列目の c倍を足しても (i ̸= j), 行列式は変わらない.

det
((

a1, . . . , ai + caj , . . . , aj , . . . , an
))

= det
((

a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , an
))

det
(
A⊤) = det(A)であるから, 列だけでなく, 行についても同様のこ

とがいえる.
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行列積, 行列の累乗, 逆行列

行列積, 行列の累乗の行列式

det(AB) = det(A) det(B)

det(An) = det(A)n

逆行列の行列式
det
(
A−1

)
=

1

det(A)

以下の 2つの式から分かる.

det
(
AA−1

)
= det(A) det

(
A−1

)
det
(
AA−1

)
= det(I) = 1
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固有値と固有ベクトル

Aを, n次正方行列とする.

以下を満たすような λを, Aの固有値という.

また xを, 固有値 λに対する固有ベクトルという.

Ax = λx

上式は, det(λI−A) = 0と同値である (詳細は省略).

det(λI−A) = 0の左辺を展開すれば, λに関する n次式となる:

(λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn) = 0

上式は, 固有多項式という. 重複を許せば, 固有値は n個ある.

Aが正則であれば (逆行列があれば), λi ̸= 0.
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固有値と固有ベクトル

Aの逆行列の固有値は, Aの固有値の逆数 λ−1
1 , . . . , λ−1

n である.

また, Aの逆行列は, Aと共通の固有ベクトルをもつ.

Aの固有値は以下を満たす.

Ax = λx

これを式変形すればよい (Aは正則なので, λ ̸= 0).

x = λA−1x → λ−1x = A−1x
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固有値と行列式

固有値と行列式
Aを, n次正方行列とする. Aの固有値 λ1, . . . , λn の積は, Aの行列式と
なる.

det(A) =

n∏
i=1

λi

以下の固有多項式について, λ = 0とする.

det(λI−A) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

左辺は, det(−A) = (−1)n det(A).

右辺は,
∏

i(−λi) = (−1)n
∏

i λi.
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固有値と行列式

固有値と行列式
Aを, n次正方行列とする. Aの固有値の逆数 λ−1

1 , . . . , λ−1
n の積は, A−1

の行列式となる.

det
(
A−1

)
=

n∏
i=1

λ−1
i

det
(
A−1

)
= det(A)−1 と, det(A) =

∏
i λi から分かる.
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ブロック上三角行列, 下三角行列の行列式

ブロック上三角行列, 下三角行列の行列式

det

((
I X

0 I

))
= 1, det

((
I 0

X I

))
= 1

det

((
A B

0 D

))
= det(A) det(D)

det

((
A 0

C D

))
= det(A) det(D)

det

((
A B

B A

))
= det(A+B) det(A−B)

証明は省略.
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ブロック対角行列の行列式

ブロック対角行列の行列式

det



A1

A2

. . .
An


 = det(A1) det(A2) · · · det(An)

det



A1

A2

. . .
An


−1 = det(A1)

−1 det(A2)
−1 · · · det(An)

−1
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ブロック行列の行列式

ブロック行列の行列式

det

((
A B

C D

))
= det(A) det

(
D−CA−1B

)
Aが正則

det

((
A B

C D

))
= det(D) det

(
A−BD−1C

)
Dが正則

シューア補行列による表現から導出できる (上側).(
A B

C D

)
=

(
I 0

CA−1 I

)(
A 0

0 D−CA−1B

)(
I A−1B

0 I

)

3つの行列の行列式の積を求める.

最初と最後の行列の行列式は 1である.
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ブロック行列の行列式

Weinstein-Aronszajn Identity
Aをm× n, Bを n×mの行列とする.

det(Im +AB) = det(In +BA)

a,bがm次ベクトルであるとき,

det
(
Im + ab⊤

)
= 1 + b⊤a

先ほどの式において (Im, In は正則であるので),

det

((
Im −A

B In

))
= det(Im) det

(
In +BI−1

m A
)
= det(In +BA)

= det(In) det
(
Im +AI−1

n B
)
= det(Im +AB)
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余因子展開

余因子展開
Aを, n次正方行列とする. 各 i行目と j 列目について,

det(A) = ai1∆i1 + ai2∆i2 + · · ·+ ain∆in =
∑
j

aij∆ij

det(A) = a1j∆1j + a2j∆2j + · · ·+ anj∆nj =
∑
i

aij∆ij

上式の∆ij は, Aの (i, j)余因子 (Cofactor) とよぶ.

∆ij = (−1)i+j det
(
Ãij

)
Ãij は, Aから i行目と j 列目を取り除いた, n− 1次行列である.

∆ij は, i行目と j 行目の成分には依存しない.
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余因子展開

余因子展開
Aを, n次正方行列とする. ∆ij をAの (i, j)余因子とする.

ai1∆k1 + ai2∆k2 + · · ·+ ain∆kn =

{
det(A) i = k

0 Otherwise

a1j∆1k + a2j∆2k + · · ·+ anj∆nk =

{
det(A) j = k

0 Otherwise
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余因子行列

余因子行列
Aを, n次行列とする. Aの (i, j)余因子∆ij を並べた行列 adjAを, Aの
余因子行列という.

adjA =


∆11 ∆21 · · · ∆n1

∆12 ∆22 · · · ∆n2
...

...
. . .

...
∆1n ∆2n · · · ∆nn


adjAの (i, j)成分は, (j, i)余因子∆ji となる.
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余因子行列, 行列式, 逆行列

余因子行列, 行列式, 逆行列
Aの余因子行列 adjA, 行列式 det(A), 逆行列A−1 について,

(adjA)A = A (adjA) = (det(A)) I

A−1 =
1

det(A)
adjA
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行列のトレース

Aを, n次正方行列とする.

Aの対角成分 aii の和を, Aのトレースとよぶ.

トレースを, tr(A)とかく.

tr(A) =
∑
i

aii

歪対称行列 (A⊤ = −A) の対角成分は 0なので, トレースは 0.

単位行列 In のトレースは n.
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行列の和, 転置とトレース

行列の和, 転置とトレース

tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

tr
(
A⊤
)
= tr(A)

トレースの定義から, 以下のように確認できる.

tr(A+B) =
∑
i

(A+B)ii =
∑
i

(aii + bii) =
∑
i

aii +
∑
i

bii

= tr(A) + tr(B)

tr
(
A⊤
)
=
∑
i

(
A⊤
)
ii
=
∑
i

aii = tr(A)
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行列の積とトレース

行列の積とトレース
tr(AB) = tr(BA)

トレースの定義から, 以下のように確認できる.

tr(AB) =
∑
i

(AB)ii =
∑
i

∑
k

aikbki =
∑
k

∑
i

bkiaik

=
∑
k

(BA)kk = tr(BA)
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トレースの循環性

トレースの循環性
tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)

tr
(
X−1AX

)
= tr(A)

トレースの定義から, 以下のように確認できる.

tr(ABC) =
∑
i

(ABC)ii =
∑
i

∑
k

∑
l

aikbklcli

=
∑
k

∑
l

∑
i

bklcliaik = tr(BCA)

=
∑
l

∑
i

∑
k

cliaikbkl = tr(CAB)

たらい回しのような公式である.
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行列, ベクトル積とトレース

行列, ベクトル積とトレース
Aを, n次正方行列, b, cを n次ベクトルとする.

tr
(
Abc⊤

)
= c⊤Ab

tr
(
bc⊤

)
= c⊤b

b, cがベクトルで, 上のような形であれば, 順序を入れ替えることでト
レース trを除去できる.
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固有値とトレース

固有値とトレース
Aを, n次正方行列とする. Aの固有値 λ1, . . . , λn の和は, Aのトレースと
なる.

tr(A) =
∑
i

λi

以下の固有多項式について, λn−1 の係数を考える.

det(λI−A) = (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

左辺は, − tr(A).
det(λI−A)には, (λ− a11) (λ− a22) · · · (λ− ann)という項が現れる.
λn−1 の係数は, −(a11 + a22 + · · ·+ ann)となる.

右辺は, −
∑

i λi.
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逆行列とトレース

逆行列とトレース
Aを, n次正方行列とする. Aの逆行列のトレースは, Aの固有値
λ1, . . . , λn の逆数の和となる.

tr
(
A−1

)
=
∑
i

λ−1
i

Aは, ユニタリ行列 Pにより, P−1APと三角化できる (後述).

P−1APの対角成分は, Aの固有値 λ1, . . . , λn である.

P−1APの逆行列も三角行列で, λ−1
1 , . . . , λ−1

n を対角成分にもつので,

tr
((

P−1AP
)−1
)
=
∑
i

λ−1
i

= tr
(
P−1A−1P

)
= tr

(
A−1PP−1

)
= tr

(
A−1

)
松谷研究室 行列輪講: 第 2 回 行列式, トレース June 2, 2024 40 / 44



















































































対角行列のトレース

対角行列のトレース
A = diag(a1, a2, . . . , an)を n次対角行列とする. A,A−1 のトレースは,
次のようになる.

tr(A) = tr


a1

. . .
an


 =

∑
i

ai

tr
(
A−1

)
= tr


a−1

1
. . .

a−1
n


 =

∑
i

a−1
i
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上三角行列, 下三角行列の逆行列のトレース

上三角行列, 下三角行列の逆行列のトレース
元の対角成分の逆数 λ−1

1 , . . . , λ−1
n の和となる.

tr



λ1 ∗ · · · ∗

λ2
. . .

...
. . . ∗

λn


−1
 =

∑
i

λ−1
i

tr



λ1

∗ λ2
...

. . . . . .
∗ · · · ∗ λn


−1 =

∑
i

λ−1
i
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ブロック行列のトレース

ブロック行列のトレース

tr



A1 ∗ · · · ∗

∗ A2
. . .

...
...

. . . . . .
...

∗ · · · ∗ An


 =

∑
i

tr(Ai)
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固有値, 対角化, 三角化に関するまとめ

Aを, n次正方行列とする.

Aに n個の線形独立な固有ベクトルがあれば, それを並べた行列 Pで,
P−1APと対角化できる (対角成分はAの固有値).

任意のAは, ユニタリ行列 Pで, P−1APと三角化できる (上三角行
列, 対角成分はAの固有値).
Aが正規行列 (AAH = AHA) なら, ユニタリ行列で対角化できる.

AH は, Aの共役転置.
正規行列: ユニタリ行列 (AAH = I), エルミート行列 (AH = A), 歪エ
ルミート行列 (AH = −A), 直交行列 (AA⊤ = I), 対称行列
(A⊤ = A), 歪対称行列 (A⊤ = −A).

Aが実対称行列なら, 直交行列で対角化できる.

エルミート行列と対称行列の固有値は, 全て実数である.
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