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この資料は、文献 [1]の 3.2節を基に作成されています。

1 カルマンフィルタ

1.1 カルマンフィルタとは

ベイズフィルタアルゴリズムを厳密に実行するのは現実的ではないため、実際に用いるためには、何らかの近似を施

す必要がある。ガウシアンフィルタはベイズフィルタの一種であり、信念分布 bel(xt) を多変量ガウス分布で近似す

る。カルマンフィルタや情報フィルタは、ガウシアンフィルタの一種である。ガウス分布 N (µ,Σ)は、平均 µと共分

散行列 Σの 2つのパラメータで特徴付けられ、以下のように記述される。

N (x|µ,Σ) = |2πΣ|− 1
2 exp

{
−1

2
(x− µ)

T
Σ−1 (x− µ)

}
(1)

ガウス分布の形状はユニモーダルである (極大点が一つしか存在しない) ため、信念分布 bel(xt) = p(xt|z1:t, u1:t) を

ガウス分布で近似するということは、状態についてただ一つの仮説しか持たないことを意味する。即ち、観測 z1:t と

制御動作 u1:t が与えられた下で、最も可能性の高いロボットの状態 (付近の小さな不確かさ)についてのみ、事後信念

bel(xt)が計算される。問題が困難な場合、与えられた観測 z1:t と制御動作 u1:t の下で、現在の状態 xt に対して複数の

異なる仮説が同時に存在し得る (ロボットの現在位置の候補が複数存在する)。このとき事後信念はマルチモーダルで

複雑な形状となるが、ガウス分布で事後信念を近似すれば、その中で最も可能性の高い仮説についてのみ考慮される。

ガウス分布には 2つの表現方法がある。その 1つは上述の通り、平均 µと共分散行列 Σで表現するものである。も

う一つは、情報ベクトル ξ = Σ−1µと情報行列 (精度行列) Ω = Σ−1 を用いる方法である。カルマンフィルタは前者、

情報フィルタは後者の表現を用いる。ガウス分布を信念分布 bel(xt)の近似に用いるということは、状態 xt は連続変

数でなければならず、xt を構成する各変数の中に、離散変数が一つもあってはならないことを意味する。

カルマンフィルタは信念をガウス分布で近似するので、時刻 tにおける信念分布 bel(xt)を表現するためには、ガウ

ス分布の平均 µt と共分散行列 Σt の 2つのパラメータさえあれば十分である。カルマンフィルタもベイズフィルタと

同様に、時刻 t− 1における事後信念 bel(xt−1)から、時刻 tにおける事後信念 bel(xt)を計算する。事後信念は 2つ

のパラメータで表現されるため、結局のところ µt−1 と Σt−1 から、µt と Σt が計算されることを意味する。

1.2 線形ガウス型モデル

カルマンフィルタの計算を続けるためには、フィルタの出力 bel(xt)が、フィルタへの入力 bel(xt−1)と同様にガウ

ス分布にならないといけない。事後信念の分布が変化しないためには、以下の 3つの条件を満たす必要がある。

最初に、状態遷移はガウス雑音を含んだ線形関数として記述される。ここで扱っている状態遷移は、時刻 tでロボッ

トに制御動作 ut が加わることにより、状態が xt−1 から xt に遷移するというものである。従って、現在の状態 xt が、

直前の状態 xt−1 と制御動作 ut の線形関数として、次のように記述されることを要求する。

xt = Atxt−1 +Btut + εt (2)
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ロボットの状態ベクトル xt の次元を n、制御動作ベクトル ut の次元をmとすると、At は n× n行列、Bt は n×m

行列となる。εt は、平均が零ベクトル、共分散行列が Rt のガウス分布に従う雑音である。

εt ∼ N (εt|0, Rt) (3)

εt の次元は、ロボットの状態ベクトル xt と同じく nであるほか、Rt は n× nの正方行列となる。εt は、状態遷移に

おける不確かさをモデル化するために足される。εt がなければ、次の時刻における状態 xt は決定論的な関数として表

されるが、ここでは確率的に決まるものとして考えるので εt が必要になる。上式のように、線形な式にガウス雑音が

足されたモデルを、線形ガウスモデルという。ロボットにおいて、このような線形性を仮定するのは相当な無茶があ

る。例えばロボットの状態 xt が直交座標 (デカルト座標)で表現されるとき、ロボットの回転運動は線形に記述できな

い。さて、xt が上記のように表されるときの、状態遷移確率 p(xt|xt−1, ut)を求める。εt のガウス分布の式を変形す

ると、次のようになる。

p(εt) = N (εt|0, Rt)

= |2πRt|−
1
2 exp

{
−1

2
εTt R

−1
t εt

}
= |2πRt|−

1
2 exp

{
−1

2
(xt −Atxt−1 −Btut)

T
R−1

t (xt −Atxt−1 −Btut)

}
(4)

最後の式変形では εt = xt − Atxt−1 − Btut を代入している。これより xt に関する式が得られたので、状態遷移確率

p(xt|xt−1, ut)は次のようになる。これは、平均 Atxt−1 +Btut で共分散行列 Rt の多変量ガウス分布である。

p(xt|xt−1, ut) = N (xt|Atxt−1 +Btut, Rt) (5)

= |2πRt|−
1
2 exp

{
−1

2
(xt −Atxt−1 −Btut)

T
R−1

t (xt −Atxt−1 −Btut)

}
(6)

次に、計測もガウス雑音を含んだ線形関数として記述される。ロボットは xt へと状態遷移した後に zt を観測する。

計測 zt が、現在の状態 xt の線形関数にガウス雑音が足された、次のような形式で記述されることを要求する。

zt = Ctxt + δt (7)

計測ベクトル zt の次元を k とすると、Ct は k × n行列となる。δt は、平均が零ベクトル、共分散行列が Qt のガウス

分布に従う雑音である。δt の次元は k、Qt は k × k の正方行列である。

δt ∼ N (δt|0, Qt) (8)

δt のガウス分布の式に δt = zt − Ctxt を代入することで、zt に関する式が得られる。

p(δt) = N (δt|0, Qt)

= |2πQt|−
1
2 exp

{
−1

2
δTt Q

−1
t δt

}
(9)

= |2πQt|−
1
2 exp

{
−1

2
(zt − Ctxt)

T
Q−1

t (zt − Ctxt)

}
(10)

これより計測確率 p(zt|xt)は次のようになる。これは、平均 Ctxt で共分散行列 Qt の多変量ガウス分布である。

p(zt|xt) = N (zt|Ctxt, Qt) (11)

= |2πQt|−
1
2 exp

{
−1

2
(zt − Ctxt)

T
Q−1

t (zt − Ctxt)

}
(12)

最後に、初期状態 x0 における事後信念 bel(x0)はガウス分布として記述される。初期信念 bel(x0) = p(x0)は、ベ

イズフィルタやカルマンフィルタの計算を開始するために必要である。平均を µ0、共分散行列を Σ0 とするとき、初

期信念 bel(x0)は次のようになる。

bel(x0) = N (x0|µ0,Σ0) (13)

= |2πΣ0|−
1
2 exp

{
−1

2
(x0 − µ0)

T
Σ−1

0 (x0 − µ0)

}
(14)
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この 3つの条件が満たされるとき、任意の時刻 tにおいて事後信念 bel(xt)はガウス分布となる。従って、カルマン

フィルタは、線形ガウスモデルに対して適用可能なアルゴリズムである。ガウス分布には幾つかの重要な性質がある。

ガウス分布は、確率変数を線形変換してもガウス分布になる。即ち、変数 x に関する確率分布 p(x) がガウス分布で

あれば、線形変換 y = Ax + bにより得た変数 y に関する確率分布 p(y)もガウス分布になる。更に、2つの変数 x, y

の同時分布 p(x, y)がガウス分布に従うとき、片方の変数が与えられた下での、もう片方の変数に関する条件付き分布

p(x|y), p(y|x) はガウス分布に従うほか、周辺分布 p(x), p(y) もガウス分布になる。これらの性質を活用することで、

事後信念 bel(xt)がガウス分布のままとなることを示せる。

1.3 アルゴリズム

カルマンフィルタは以下のアルゴリズム 1のように記述される。時刻 tにおける事後信念 bel(xt)は、平均 µt と共

分散行列 Σt の 2つのパラメータで表現される。カルマンフィルタは、時刻 tにおける制御 ut、計測 zt、時刻 t− 1に

おける事後信念 bel(xt−1) のパラメータ µt−1,Σt−1 を入力として受け取り、時刻 t における事後信念 bel(xt) のパラ

メータ µt,Σt を出力する。

アルゴリズム 1 カルマンフィルタ
Input:

時刻 t− 1における事後信念 bel(xt−1)の平均 µt−1 と共分散行列 Σt−1

時刻 tにおける制御 ut

時刻 tにおける計測 zt

Output:

時刻 tにおける事後信念 bel(xt)の平均 µt と共分散行列 Σt

1: 事前信念 bel(xt)の平均 µt を計算: µt = Atµt−1 +Btut

2: 事前信念 bel(xt)の共分散行列 Σt を計算: Σt = AtΣt−1A
T
t +Rt

3: カルマンゲインKt を計算: Kt = ΣtC
T
t

(
CtΣtC

T
t +Qt

)−1

4: 事後信念 bel(xt)の平均 µt を計算: µt = µt +Kt (zt − Ctµt)

5: 事後信念 bel(xt)の共分散行列 Σt を計算: Σt = (I −KtCt) Σt

カルマンフィルタは最初に、時刻 tにおける事前信念 bel(xt)の、平均 µt と共分散行列 Σt を計算する。平均 µt は、

状態遷移に関する式 xt = Atxt−1 +Btut + εt からガウス雑音の項 εt を取り除いて、決定論的な部分 (Atxt−1 +Btut)

のみを残し、xt−1 を µt−1 に置き換えたものに対応する。従って µt は、雑音がないと仮定し、前時刻において最も可

能性の高いロボットの状態 µt−1 を使って、状態遷移を計算したものと解釈できる。状態遷移では以前の状態 xt−1 が、

Atxt−1 の項として (行列 At が乗算されたうえで)新しい状態 xt に反映される。これと対応して、以前の共分散 Σt−1

は、行列 At が両側から掛けられた AtΣt−1A
T
t として、新たな共分散 Σt に反映される。共分散 Σt には、状態遷移に

加わるガウス雑音の共分散 Rt も加算される。この µt と Σt の計算は、以前の事後信念 bel(xt−1) に、状態遷移確率

p(xt|xt−1, ut)を反映して、新たな事前信念 bel(xt)を得ることに相当する。即ち、制御 ut を処理することで、現在の

状態 xt に対する予測を立てている。予測は µt、それに対する不確かさは Σt で表現される。

その後、事後信念 bel(xt)の平均 µt と共分散行列 Σt が計算される。平均 µt の計算において、項 Ctµt は、計測に

関する式 zt = Ctxt + δt からガウス雑音の項 δt を除き、xt = µt を代入したものである。従って Ctµt は、雑音が混入

せず、状態 xt に関する現在の予測 µt が正しいという仮定の下で、期待される観測 zt を意味する。端的に表すと Ctµt

とは、µt から計測確率によって予想された計測である。それゆえ項 zt −Ctµt は、実際の計測値と、モデルから予測さ

れた計測値との差異を表している。この差異はイノベーションとよばれる。

制御動作 ut のみから得られた中間的な予測 µt は、イノベーションとカルマンゲインからなる項 Kt (zt − Ctµt)に

より修正され、時刻 tに対する最終的な状態予測 µt となる。即ち、予測された状態 µt に対する修正量は、カルマンゲ
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インとイノベーションの双方に比例する。イノベーションに比例して、状態予測が修正されるのは理に適っている。現

在の予測から推定される計測 Ctµt が、実際の計測 zt とかけ離れていれば、現在の状態予測 µt には大きな誤差がある

に違いないからである。また平均 µt の式を変形すると µt = (I −KtCt)µt +Ktzt となる。計測 zt は Ktzt として足

されているので、カルマンゲインKt は、計測 zt を新たな状態推定にどの程度反映させるか決定する、重要な行列だと

分かる。µt と Σt の計算は、予測ステップで得られた事前信念 bel(xt)に計測確率 p(zt|xt)を乗算して、新たな事後信

念 bel(xt)を得る操作と等価になる。即ち、計測 zt を処理することで、状態に対する予測 xt を修正し精度を高めてい

る。

ロボットの動作 ut が状態に反映されると、新たな状態はノイズを考慮して確率的に生成されるため、状態に対する

不確かさが増大する。これより事前信念 bel(xt)の分布は、前回の事後信念 bel(xt−1)よりも広がりをもつようになる。

その後、ロボットの計測 zt により予測が修正されると、予測された状態の信頼性が増す (より洗練された予測を得ら

れる)ので、状態に対する不確かさは減少する。従って事後信念 bel(xt)の分布は、事前信念 bel(xt)よりも通常狭く

なる。

1.4 アルゴリズムの導出

カルマンフィルタの導出は非常に長くなるので、予測ステップと修正ステップの 2つに分割する。証明は、先述のガ

ウス分布に関する幾つかの性質を用いて行われる。状態遷移と計測がいずれもガウスノイズを含んだ線形関数として記

述され、そして初期信念がガウス分布で表されるという仮定は、任意の時刻 tにおいて事後信念 bel(xt)がガウス分布

となるために必要不可欠なものである。

1.4.1 予測ステップ

アルゴリズム 1の 1行目と 2行目を証明する。何度も示している通り、予測ステップでは制御 ut が処理され、時刻

t − 1 における事後信念 bel(xt−1) と状態遷移確率 p(xt|xt−1, ut) から、時刻 t における事前信念 bel(xt) が計算され

る。ベイズフィルタにおける予測ステップは次のように記述された。

bel(xt) =

∫
p(xt|xt−1, ut) bel(xt−1)dxt−1 (15)

分布 bel(xt−1)や p(xt|xt−1, ut)の形状を特に限定しない場合、変数 xt−1に関する上記の積分を厳密に実行するのは困

難である。しかしカルマンフィルタでは、2つの分布はガウス分布に限定されるため、上記の積分を解析的に実行でき

る。信念分布 bel(xt−1) = p(xt−1|z1:t−1, u1:t−1)は、平均 µt−1 で共分散行列 Σt−1 のガウス分布N (xt−1|µt−1,Σt−1)

である。状態遷移確率 p(xt|xt−1, ut)も、平均Atxt−1+Btutで共分散行列Rtのガウス分布N (xt|Atxt−1+Btut, Rt)

となる。ここでは、積分によって得られる分布 bel(xt)がガウス分布となり、その平均が µt = Atµt−1 + Btut で、共

分散行列が Σt = AtΣt−1A
T
t +Rt となることを示す。

p(xt|xt−1, ut)に N (xt|Atxt−1 +Btut, Rt)、bel(xt−1)に N (xt−1|µt−1,Σt−1)を代入する。

bel(xt) =

∫ [
|2πRt|−

1
2 exp

{
−1

2
(xt −Atxt−1 −Btut)

T
R−1

t (xt −Atxt−1 −Btut)

}]
[
|2πΣt−1|−

1
2 exp

{
−1

2
(xt−1 − µt−1)

T
Σ−1

t−1 (xt−1 − µt−1)

}]
dxt−1 (16)

= η

∫
exp {−Lt} dxt−1 (17)

ここで η = |2πRt|−
1
2 |2πΣt−1|−

1
2 は定数項である (Rt と Σt−1 のいずれも定数)。また Lt は指数関数の中身であり、

次のようになる。

Lt =
1

2
(xt −Atxt−1 −Btut)

T
R−1

t (xt −Atxt−1 −Btut) +
1

2
(xt−1 − µt−1)

T
Σ−1

t−1 (xt−1 − µt−1) (18)

xt−1 に関する積分を解くために、Lt を 2つの項 L
(1)
t (xt−1, xt)、L

(2)
t (xt)に分解することを考える。

Lt = L
(1)
t (xt−1, xt) + L

(2)
t (xt) (19)
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L
(1)
t (xt−1, xt)は xt−1 と xt に依存する項、L

(2)
t (xt)は xt にのみ依存する項である。このとき以下のように、被積分

項から L
(2)
t (xt)を定数として取り除くことができる。

bel(xt) = η

∫
exp {−Lt} dxt−1

= η

∫
exp

{
−L

(1)
t (xt−1, xt)− L

(2)
t (xt)

}
dxt−1

= η exp
{
−L

(2)
t (xt)

}∫
exp

{
−L

(1)
t (xt−1, xt)

}
dxt−1 (20)

ここでの目標は、上式の積分が、正規化されていないガウス分布となるように、Lt をうまく分解することである。即ち

L
(1)
t (xt−1, xt)が、ガウス分布の指数部と同様の形式の、二次関数となるように分解する。それにより、積分の値がガ

ウス分布の正規化係数の逆数となって、xt−1 や xt に依存しない定数とみなせる。もう一つの目標は、L
(2)
t (xt)を、ガ

ウス分布の指数部と同様の二次関数とすることである。この 2つの目標が達成されると、事前信念 bel(xt)は次のよう

なガウス分布として記述できる。以下の式において積分の結果は定数であるので、先程の η と合わせて η′ と記述する。

bel(xt) = η′ exp
{
−L

(2)
t (xt)

}
(21)

それでは上記の 2つの目標を見据えて、Lt を 2つの項 L
(1)
t (xt−1, xt)と L

(2)
t (xt)に分解する。最初に、Lt を xt−1 に

関する 2次式、1次式、定数項の 3つに分類する。2次式には二重下線、1次式には下線が引かれている。

Lt =
1

2
(xt −Atxt−1 −Btut)

T
R−1

t (xt −Atxt−1 −Btut) +
1

2
(xt−1 − µt−1)

T
Σ−1

t−1 (xt−1 − µt−1)

=
1

2
(Atxt−1 − (xt −Btut))

T
R−1

t (Atxt−1 − (xt −Btut)) +
1

2
(xt−1 − µt−1)

T
Σ−1

t−1 (xt−1 − µt−1)

=
1

2
xT
t−1A

T
t R

−1
t Atxt−1− (xt −Btut)

T
R−1

t Atxt−1 +
1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +

1

2
xT
t−1Σ

−1
t−1xt−1−µT

t−1Σ
−1
t−1xt−1 +

1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1

=
1

2
xT
t−1

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)
xt−1−

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
xt−1 +

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1 (22)

xt−1 に関する 2次式と 1次式を使って平方完成を行い、L
(1)
t (xt−1, xt)を構成する。

1

2
xT
t−1

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)
xt−1 −

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
xt−1

=
1

2

(
xt−1 −

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)T (

AT
t R

−1
t At +Σ−1

t−1

)
(
xt−1 −

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)
−

1

2

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

) (
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T

=
1

2

(
xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)T

Ψ−1
t(

xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)
−

1

2

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T

(23)

= L
(1)
t (xt−1, xt)−

1

2

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T

(24)

ここで Ψt =
(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
と定めた。上記の最初の式変形が成り立つのは、Ψt が対称行列であることによ

る。Ψt が対称行列であることは容易に示せる。Rt は、状態遷移において加わるガウス雑音の共分散行列である。また

Σt−1 は、ガウス分布で表現された事後信念 bel(xt−1)の共分散行列である。従って Rt と Σt−1 はいずれも半正定値の
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対称行列であるから、RT
t = Rt と ΣT

t−1 = Σt−1 が成り立つ。

ΨT
t =

((
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
)T

=
((

AT
t R

−1
t At +Σ−1

t−1

)T)−1

=

=
((

AT
t R

−1
t At

)T
+
(
Σ−1

t−1

)T)−1

=
(
AT

t

(
R−1

t

)T (
AT

t

)T
+

(
ΣT

t−1

)−1
)−1

=
(
AT

t

(
RT

t

)−1
At +Σ−1

t−1

)−1

=
(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
= Ψt (25)

Ψt が対称行列であるから、上式の平方完成を再度展開すれば、元の 1次式の項が出現する。(
Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)T

Ψ−1
t xt−1

=
(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
ΨT

t Ψ
−1
t xt−1

=
(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
ΨtΨ

−1
t xt−1

=
(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
xt−1 (26)

平方完成により得た項 L
(1)
1 (xt−1, xt)は、ガウス分布の指数部と同様の二次式となっている。そして導出から明らかな

ように、Lt の xt−1 に関する項は全て L
(1)
1 (xt−1, xt)に集められている。Lt から xt−1 に関する全ての 2次式と 1次式

を取り出して、平方完成した結果を L
(1)
1 (xt−1, xt)と定めたからである。

L
(1)
1 (xt−1, xt) =

1

2

(
xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)T

Ψ−1
t(

xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)

(27)

平方完成の結果を、Lt の式 (以下の下線部)に再度代入すると、次のようになる。先述の通り Rt と Σt−1 は対称行列

であるから、以下の式変形では
(
R−1

t

)T
=

(
RT

t

)−1
= R−1

t と
(
Σ−1

t−1

)T
=

(
ΣT

t−1

)−1
= Σ−1

t−1 が成り立つことを利用

する。

Lt =
1

2
xT
t−1

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)
xt−1 −

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
xt−1 +

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1

= L
(1)
t (xt−1, xt)−

1

2

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)
Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T

+

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1

= L
(1)
t (xt−1, xt)−

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t AtΨt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At

)T

−

µT
t−1Σ

−1
t−1Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At

)T

− 1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1Ψt

(
µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
+

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1

= L
(1)
t (xt−1, xt)−

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t AtΨtA
T
t

(
R−1

t

)T
(xt −Btut)−

µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t

(
R−1

t

)T
(xt −Btut)−

1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1Ψt

(
Σ−1

t−1

)T
µt−1 +

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1

= L
(1)
t (xt−1, xt)−

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t AtΨtA
T
t R

−1
t (xt −Btut)−

µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t (xt −Btut)−

1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtΣ

−1
t−1µt−1 +

1

2
(xt −Btut)

T
R−1

t (xt −Btut) +
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1µt−1 (28)
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L
(1)
t (xt−1, xt)を除いた部分について、xt −Btut に関する 2次式、1次式、定数項の 3つに分類する。2次式には二重

下線、1次式には下線が引かれている。

Lt = L
(1)
t (xt−1, xt) +

1

2
(xt −Btut)

T [
R−1

t −R−1
t AtΨtA

T
t R

−1
t

]
(xt −Btut)

−µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t (xt −Btut) +

1

2
µT
t−1

[
Σ−1

t−1 − Σ−1
t−1ΨtΣ

−1
t−1

]
µt−1 (29)

xt −Btut に関する 2次式と 1次式を使って平方完成を行う。

1

2
(xt −Btut)

T [
R−1

t −R−1
t AtΨtA

T
t R

−1
t

]
(xt −Btut)− µT

t−1Σ
−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t (xt −Btut)

=
1

2

(
xt −Btut −

[
R−1

t −R−1
t AtΨtA

T
t R

−1
t

]−1 (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T)T [
R−1

t −R−1
t AtΨtA

T
t R

−1
t

]
(
xt −Btut −

[
R−1

t −R−1
t AtΨtA

T
t R

−1
t

]−1 (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T)−
1

2

(
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

) [
R−1

t −R−1
t AtΨtA

T
t R

−1
t

]−1 (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T
(30)

ここで、以下に示すウッドベリー行列恒等式を逆方向に用いて、上記の R−1
t −R−1

t AtΨtA
T
t R

−1
t を簡略化する。(

A+BD−1C
)−1

= A−1 −A−1B
(
D + CA−1B

)−1
CA−1 (31)

上記の恒等式に A = Rt、B = At、C = AT
t 、D = Σ−1

t−1 を代入すれば以下を得る。

R−1
t −R−1

t AtΨtA
T
t R

−1
t = R−1

t −R−1
t At

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
AT

t R
−1
t =

(
Rt +AtΣt−1A

T
t

)−1
(32)

従って平方完成の結果は次のように書ける。

1

2

(
xt −Btut −

(
Rt +AtΣt−1A

T
t

) (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T)T (
Rt +AtΣt−1A

T
t

)−1(
xt −Btut −

(
Rt +AtΣt−1A

T
t

) (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T)−
1

2

(
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

) (
Rt +AtΣt−1A

T
t

) (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T
(33)

上式に現れる
(
Rt +AtΣt−1A

T
t

) (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T
の部分は、次のように非常に単純になる。(

Rt +AtΣt−1A
T
t

) (
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t

)T
=

(
Rt +AtΣt−1A

T
t

)
R−1

t AtΨtΣ
−1
t−1µt−1

=
(
Rt +AtΣt−1A

T
t

)
R−1

t At

(
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
Σ−1

t−1µt−1

=
(
At +AtΣt−1A

T
t R

−1
t At

) (
AT

t R
−1
t At +Σ−1

t−1

)−1
Σ−1

t−1µt−1

=
(
At +AtΣt−1A

T
t R

−1
t At

) (
Σt−1A

T
t R

−1
t At + I

)−1
µt−1

= At

(
I +Σt−1A

T
t R

−1
t At

) (
Σt−1A

T
t R

−1
t At + I

)−1
µt−1

= Atµt−1 (34)

これより平方完成の結果を再度書き直し、更に L
(2)
t (xt)を構成する。

1

2
(xt −Atµt−1 −Btut)

T (
Rt +AtΣt−1A

T
t

)−1
(xt −Atµt−1 −Btut)−

1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t Atµt−1

= L
(2)
t (xt)−

1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t Atµt−1 (35)

上式を Lt の式に代入すると次のようになる。

Lt = L
(1)
t (xt−1, xt) + L

(2)
t (xt)−

1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t Atµt−1 +

1

2
µT
t−1

[
Σ−1

t−1 − Σ−1
t−1ΨtΣ

−1
t−1

]
µt−1 (36)
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xt−1 と xt に依存しない定数項をまとめる。

−1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1ΨtA

T
t R

−1
t Atµt−1 +

1

2
µT
t−1

[
Σ−1

t−1 − Σ−1
t−1ΨtΣ

−1
t−1

]
µt−1

=
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1

(
I −ΨtΣ

−1
t−1 −ΨtA

T
t R

−1
t At

)
µt−1

=
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1

(
I −Ψt

(
Σ−1

t−1 +AT
t R

−1
t At

))
µt−1

=
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1

(
I −

(
Σ−1

t−1 +AT
t R

−1
t At

)−1 (
Σ−1

t−1 +AT
t R

−1
t At

))
µt−1

=
1

2
µT
t−1Σ

−1
t−1 (I − I) = 0 (37)

以上より定数項が互いに打ち消し合うので、Lt を L
(1)
t (xt−1, xt)と L

(2)
t (xt)の 2つに分解できた。L

(2)
t (xt)も、ガウ

ス分布の指数部と同様の形式となっており、xt のみに依存している。

L
(2)
t (xt) =

1

2
(xt −Atµt−1 −Btut)

T (
Rt +AtΣt−1A

T
t

)−1
(xt −Atµt−1 −Btut) (38)

以上より L
(1)
t (xt−1, xt)と L

(2)
t (xt)の完全な形が求まった。事前信念 bel(xt)は、2つの項を使って以下のように記述

された。

bel(xt) = η exp
{
−L

(2)
t (xt)

}∫
exp

{
−L

(1)
t (xt−1, xt)

}
dxt−1 (39)

L
(1)
t (xt−1, xt)を指数部に代入すると、次の積分が得られる。∫

exp
{
−L

(1)
t (xt−1, xt)

}
dxt−1 =

∫
exp

{
1

2

(
xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)T

Ψ−1
t(

xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)}

dxt−1 (40)

これは平均が Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T

で、共分散が Ψt のガウス分布から定数項を取り除き、指数部

のみを積分したものである。ガウス分布の積分が 1になることを利用すれば、積分の結果は容易に求められる。∫
N

(
xt−1|Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T

,Ψt

)
dxt−1

= |2πΨt|−
1
2

∫
exp

{
1

2

(
xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)T

Ψ−1
t(

xt−1 −Ψt

(
(xt −Btut)

T
R−1

t At + µT
t−1Σ

−1
t−1

)T
)}

dxt−1

= |2πΨt|−
1
2

∫
exp

{
−L

(1)
t (xt−1, xt)

}
dxt−1 = 1 (41)

従って積分の結果は目論み通り、xt−1 や xt には依存しない定数となる。∫
exp

{
−L

(1)
t (xt−1, xt)

}
dxt−1 = |2πΨt|

1
2 (42)

上記の η と合わせて定数項を η′ と記述すれば、事前信念 bel(xt)は次のように書ける。

bel(xt) = η′ exp
{
−L

(2)
t (xt)

}
= η′ exp

{
−1

2
(xt −Atµt−1 −Btut)

T (
Rt +AtΣt−1A

T
t

)−1
(xt −Atµt−1 −Btut)

}
(43)

= N (xt|Atµt−1 +Btut, AtΣt−1A
T
t +Rt) (44)

= N (xt|µt,Σt) (45)

これは、平均が Atµt−1 +Btut で共分散が Rt +AtΣt−1A
T
t のガウス分布を表している。従って、事前信念 bel(xt)の

平均は µt = Atµt−1 +Btut、共分散は Σt = Rt +AtΣt−1A
T
t として求められる。以上より、カルマンフィルタの予測

ステップの式 (アルゴリズム 1の 1行目と 2行目)が証明された。
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1.4.2 修正ステップ

アルゴリズム 1 の 4 行目と 5 行目を証明する。修正ステップでは観測 zt が処理され、時刻 t における事前信念

bel(xt)と計測確率 p(zt|xt)から、時刻 tにおける事後信念 bel(xt)が計算される。即ち、制御 ut を基に予測ステップ

で立てた、現在の状態に対する大まかな予測を、計測 zt を用いて修正する。ベイズフィルタにおける修正ステップは

次のように記述された。
bel(xt) = ηp(zt|xt) bel(xt) (46)

予測ステップのところでも触れたが、p(zt|xt)と bel(xt)の双方がガウス分布に制限されるおかげで、上記の積の結果

もガウス分布となって、そのパラメータ (平均と共分散)を解析的に求められる。事前信念 bel(xt)は先程示したよう

に、平均 µt で共分散 Σt のガウス分布 N (xt|µt,Σt)である。また計測確率 p(zt|xt)も、平均 Ctxt で共分散 Qt のガ

ウス分布 N (zt|Ctxt, Qt)に従う。ここでは、上記の計算により得られる信念分布 bel(xt)がガウス分布となり、その

平均が µt = µt +Kt (zt − Ctµt)、共分散が Σt = (I −KtCt) Σt として求められることを示す。行列 Kt はカルマン

ゲインとよばれ、Kt = ΣtC
T
t

(
CtΣtC

T
t +Qt

)−1
から計算できる。

先ずは p(zt|xt)に N (zt|Ctxt, Qt)、bel(xt)に N (xt|µt,Σt)を代入する。

bel(xt) =

[
|2πQt|−

1
2 exp

{
−1

2
(zt − Ctxt)

T
Q−1

t (zt − Ctxt)

}]
[
|2πΣt|−

1
2 exp

{
−1

2
(xt − µt)

T
Σ

−1

t (xt − µt)

}]
= η exp {−Jt} (47)

ここで η = |2πQt|−
1
2 |2πΣt|−

1
2 は定数項である。また Jt は指数関数の中身であり、次のようになる。

Jt =
1

2
(zt − Ctxt)

T
Q−1

t (zt − Ctxt) +
1

2
(xt − µt)

T
Σ

−1

t (xt − µt) (48)

指数関数の中身は xt に関する二次関数であり、このことから信念分布 bel(xt) はガウス分布だと分かる。上式の Jt

を、平均と共分散が分かりやすくなるように変形する。

Jt =
1

2
(Ctxt − zt)

T
Q−1

t (Ctxt − zt) +
1

2
(xt − µt)

T
Σ

−1

t (xt − µt)

=
1

2
xT
t C

T
t Q

−1
t Ctxt−zTt Q

−1
t Ctxt +

1

2
zTt Q

−1
t zt +

1

2
xT
t Σ

−1

t xt−µT
t Σ

−1

t xt +
1

2
µT
t Σ

−1

t µt (49)

=
1

2
xT
t

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)
xt−

(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)
xt +

1

2
zTt Q

−1
t zt +

1

2
µT
t Σ

−1

t µt (50)

上記のように、xt に関する 2次式と 1次式を括り出し、次のように平方完成を行う。

1

2
xT
t

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)
xt−

(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)
xt

=
1

2

(
xT
t −

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)T
)T (

CT
t Q

−1
t Ct +Σ

−1

t

)
(
xT
t −

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)T
)T

−

1

2

(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)T

(51)

上式が成り立つのは、行列
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

が対称行列だからである。Qt は計測において加わるガウス雑音の

共分散、Σt は事前信念の共分散であるから、いずれも半正定値の対称行列である。故に
(
Q−1

t

)T
=

(
QT

t

)−1
= Q−1

t と(
Σ

−1

t

)T

=
(
Σ

T

t

)−1

= Σ
−1

t であるから、以下のように対称性を示せる。((
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1
)T

=

((
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)T
)−1

=

((
CT

t Q
−1
t Ct

)T
+
(
Σ

−1

t

)T
)−1

=
(
CT

t

(
Q−1

t

)T
Ct +Σ

−1

t

)−1

=
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

(52)
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これより上式の平方完成を再度展開すれば、元の 1次式の項が出現するので、平方完成が正しいことを示せる。((
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)T
)T (

CT
t Q

−1
t Ct +Σ

−1

t

)
xt

=
(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)((
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1
)T (

CT
t Q

−1
t Ct +Σ

−1

t

)
xt

=
(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)
xt

=
(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)
xt (53)

ここで平方完成の式に現れる
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)T

を次のように書き直す。

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)T

=
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
CT

t Q
−1
t zt +Σ

−1

t µt

)
=

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t zt +

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

Σ
−1

t µt

=
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t zt +

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t − CT
t Q

−1
t Ct

)
µt

=
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t zt +(

CT
t Q

−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1 (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)
µt −

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t Ctµt

=
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t zt + µt −

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t Ctµt

= µt +
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t (zt − Ctµt) (54)

行列
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t は次のようにも書ける。最初の式変形では、先程示したウッドベリー行列恒等式

を用いている。 (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t

=
(
Σt − ΣtC

T
t

(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
CtΣt

)
CT

t Q
−1
t

= ΣtC
T
t Q

−1
t − ΣtC

T
t

(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
CtΣtC

T
t Q

−1
t

= ΣtC
T
t

(
Q−1

t −
(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
CtΣtC

T
t Q

−1
t

)
= ΣtC

T
t

(
Q−1

t −
(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1 (
Qt + CtΣtC

T
t −Qt

)
Q−1

t

)
= ΣtC

T
t

(
Q−1

t −
(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1 (
Qt + CtΣtC

T
t

)
Q−1

t +
(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
QtQ

−1
t

)
= ΣtC

T
t

(
Q−1

t −Q−1
t +

(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
)

= ΣtC
T
t

(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
(55)

上式からカルマンゲインKt = ΣtC
T
t

(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
を定義できる。このとき (54)式は以下のようになる。

µt +
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

CT
t Q

−1
t (zt − Ctµt) = µt +Kt (zt − Ctµt) (56)

これより Jt は次のようになる。

Jt =
1

2

(
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)T (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

) (
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)
−

1

2

(
zTt Q

−1
t Ct + µT

t Σ
−1

t

)
(µt +Kt (zt − Ctµt)) +

1

2
zTt Q

−1
t zt +

1

2
µT
t Σ

−1

t µt

=
1

2

(
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)T (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

) (
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)
− η′ (57)
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上式において η′ は、xt には依存しない定数項である。以上より事後信念 bel(xt)は以下のようになる。

bel(xt) = η exp {−Jt}

= η exp

{
−1

2

(
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)T (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

) (
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)
+ η′

}
= η exp {η′} exp

{
−1

2

(
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)T (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

) (
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)}
= η exp

{
−1

2

(
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)T (
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

) (
xT
t − µt −Kt (zt − Ctµt)

)}
(58)

= N
(
xt|µt +Kt (zt − Ctµt) ,

(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1
)

(59)

= N (xt|µt,Σt) (60)

これは、平均が µt +Kt (zt − Ctµt)で共分散が
(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

のガウス分布を表している。共分散の式には、

事前信念の共分散の逆行列 Σ
−1

t が含まれている。逆行列計算を避けるために、カルマンゲイン Kt を用いて共分散の

式を次のように変形する。(
CT

t Q
−1
t Ct +Σ

−1

t

)−1

= Σt − ΣtC
T
t

(
Qt + CtΣtC

T
t

)−1
CtΣt = Σt −KtCtΣt = (I −KtCt) Σt (61)

従って事後信念の平均は µ = µt +Kt (zt − Ctµt)、共分散は Σt = (I −KtCt) Σt)となる。以上より、カルマンフィ

ルタの修正ステップの式 (アルゴリズム 1の 4行目と 5行目)が証明された。
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